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P3. Determinaţi toate funcţiile continue f : R −→ R cu proprietatea cǎ

f(x + arctg(y)) = f(y + arctg(x)) , (∀)x, y ∈ Q .

R: Pentru orice x, y ∈ R existǎ şiruri de numere raţionale (xn)n∈N şi (yn)n∈N cu

lim
n−→∞

xn = x , lim
n−→∞

yn = y .

Cum f este continuǎ, deducem atunci cǎ

f(x + arctg(y)) = f( lim
n−→∞

xn + lim
n−→∞

arctg(yn)) = lim
n−→∞

f(xn + arctg(yn)) =

= lim
n−→∞

f(yn+arctg(xn)) = f( lim
n−→∞

yn+ lim
n−→∞

arctg(xn)) = f(y+arctg(x)) , (∀)x, y ∈ R .

Cum pentru orice u, v ∈ R existǎ şi sunt unice x, y ∈ R cu proprietatea cǎ{
x + arctg(y) = u
y + arctg(x) = v

,

rezultǎ cǎ f(u) = f(x + arctg(y)) = f(y + arctg(x)) = f(v), (∀)u, v ∈ R. Prin
urmare, funcţia f este constantǎ.
Reciproc, orice funcţie constantǎ este continuǎ şi verificǎ egalitatea din enunţ.
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