N Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

\_ JViitoriOlimpici.ro Editia a IV-a 2012-2013

P3. Determinati toate functiile continue f : R — R cu proprietatea ca

f(@+arctg(y)) = f(y +arctg(z)) , (V)z,y € Q.

R: Pentru orice z,y € R exista siruri de numere rationale (z,)nen $i (Yn)nen Cu

lim z,=2«, lim y,=vy.
n—-ao0 n—ao0

Cum f este continua, deducem atunci ca

flx +arctg(y)) = f( lim x, + nh_I{loo arctg(yn)) = nh_f)noo f(z, +arctg(y,)) =

n—aoo

= lim _f(yatarctg(e,)) = f( lim_y,+ lim arctg(z,)) = fytarctg(z))  (V)z,y € R.

Cum pentru orice u,v € R exista si sunt unice x,y € R cu proprietatea ca

Y

r+arctg(y) = u
y+arctg(x) = v

rezultd ca f(u) = f(x + arctg(y)) = f(y + arctg(z)) = f(v), (Y)u,v € R. Prin
urmare, functia f este constanta.
Reciproc, orice functie constanta este continua si verifica egalitatea din enunt.
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