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Etapa 1, Problema 1

Fie a, b, c numere raµionale. Demonstraµi c  a+b 3
√
2+c 3
√
4 = 0 dac 

³i numai dac  a = b = c = 0.

***

Soluµie.

Dac  a = b = c = 0, evident c  a+ b 3
√
2 + c 3

√
4 = 0.

Reciproc, �e a + b 3
√
2 + c 3

√
4 = 0; not m α = b 3

√
2, β = c 3

√
4. Dac 

α = β = 0, vom avea a = b = c = 0. Presupunem, prin absurd,
c  unul dintre numerele α sau β este nenul; atunci α2 + αβ + β2 =(
α + 1

2
β
)2

+ 3
4
β2 6= 0. Avem:

α + β = −a ∈ Q; αβ = 2bc ∈ Q;

α3 = 2b3 ∈ Q, β3 = 4c3 ∈ Q⇒ α3 − β3 ∈ Q;

α2 + αβ + β2 = (α + β)2 − αβ ∈ Q∗,

prin urmare

α− β =
α3 − β3

α2 + αβ + β2
∈ Q.

Din α + β ∈ Q, α − β ∈ Q rezult  c  α, β ∈ Q ³i, de aici, b = c = 0,
deci α = β = 0, ceea ce intr  în contradicµie cu presupunerea asumat .

Soluµie alternativ .

Dac  a = b = c = 0, evident c  a+ b 3
√
2 + c 3

√
4 = 0.

Reciproc, �e a+ b 3
√
2 + c 3

√
4 = 0. Dac  dou  dintre numerele a, b, c

sunt nule, atunci ³i cel de-al treilea este, evident, egal cu zero.
Nu este posibil ca exact unul dintre numerele a, b, c s  �e nul: dac ,

de exemplu, a = 0, din b 3
√
2 + c 3

√
4 = 0 obµinem c  3

√
2 = − b

c
∈ Q,

contradicµie.
Vom ar ta c  nu este convenabil  nici situaµia în care toate cele trei

numere sunt nenule; presupunem, prin absurd, contrariul. Înmulµind
relaµia a+b 3

√
2+c 3
√
4 = 0 cu b, apoi cu −c 3

√
2, deducem c  ab+b2 3

√
2+

bc 3
√
4 = 0, respectiv −ac 3

√
2 − bc 3

√
4 − 2c2 = 0. Adun m membru cu

membru aceste dou  egalit µi ³i rezult  c (
ab− 2c2

)
+
(
b2 − ac

)
3
√
2 = 0,

de unde ab − 2c2 = b2 − ac = 0. Atunci c (ab− 2c2) + b (b2 − ac) = 0,
adic  b3 − 2c3 = 0, prin urmare 3

√
2 = b

c
∈ Q, absurd.
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