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Problema 4. Fiecare din numerele a1, a2, . . . , a2n+1 este un element al mulţimii
{2015, 2016, 2017}. Se ştie că a1 6= a2, a2 6= a3, . . . , a2n 6= a2n+1 şi că a1 = a2n+1.
Arătaţi că a1a2 − a2a3 + a3a4 − a4a5 + . . .− a2na2n+1 = 0.

∗ ∗ ∗

Soluţia 1.
Scriem numerele a1, a2, . . . , a2n, ı̂n ordine, pe un cerc şi considerăm că a2n+1 coin-
cide cu a1. Acum nu avem două numere consecutive pe cerc care să fie egale. Dacă
pe cerc există un grup format din trei numere consecutive, ak, ak+1, ak+2 (indicii
sunt luaţi modulo 2n) astfel ı̂ncât ak = ak+2, ştergem numerele ak+1 şi ak+2 de pe
cerc. Pe cerc vom avea tot un număr par de numere, nicicare două vecine egale,
iar suma alternantă de la sfârşit nu se modică prin această ştergere. Continuăm
acest proces de ştergere până când nu mai există pe cerc grupuri de forma x, y, x.
În acest moment fie nu mai avem deloc numere pe cerc (şi atunci suma cerută este
0), fie avem numai grupuri de forma x, y, z care se repetă: x, y, z, x, y, z, x, y, z,
ş.a.m.d., unde {x, y, z} = {2015, 2016, 2017}. Cum numărul numerelor de pe cerc
rămâne mereu par, vom rămâne cu un număr par de grupe x, y, z. Putem atunci
grupa numerele rămase ı̂n succesiuni x, y, z, x, y, z. În fiecare astfel de succesiune,
suma căutată este xy − yz + zx− xy + yz − zx = 0, deci suma finală va fi 0. Prin
urmare şi la ı̂nceput, suma căutată a fost 0.

Soluţia 2. (Călin Nicolae Modoran)
Rescriem relaţia din enunţ sub forma

(a1−a2)2+(a3−a4)2+ . . .+(a2n−1−a2n)2 = (a2−a3)2+(a4−a5)2+ . . .+(a2n−a1).

Diferenţa dintre oricare două numere poate fi ±1 sau ±2, deci (ak−ak+1)
2 ∈ {1, 4},

∀ k = 1, 2n. Mai precis, (ak − ak+1)
2 = 4 dacă {ak, ak+1} = {2015, 2017} şi

(ak − ak+1)
2 = 1 dacă 2016 ∈ {ak, ak+1}. Dacă r dintre cele 2n numere sunt egale

cu 2016, atunci ı̂n fiecare membru al egalităţii (a1−a2)
2+(a3−a4)

2+ . . .+(a2n−1−
a2n)2 = (a2 − a3)

2 + (a4 − a5)
2 + . . . + (a2n − a1) sunt r termeni egali cu 1 şi n− r

termeni egali cu 4, deci cele două sume sunt egale.
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