Solutia problemei 4, Clasa a Vlll-a
Etapa 1, Editia a VlII-a
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Problema 4. Fiecare din numerele ay, as, ..., as,1 este un element al multimii
{2015, 20].6, 2017} Se §tle ca aq ?é Ao, A9 7A as, ..., op ?é aA2np41 §1 ca a; = a2pa1-
Aréta)l;l ca a1G2 — Q203 + A3A4 — AyG5 + ... — A2nAo2n+1 = 0.
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Solutia 1.
Scriem numerele aq, as, ..., as,, in ordine, pe un cerc si consideram ca ag, 1 coin-

cide cu a;. Acum nu avem doua numere consecutive pe cerc care sa fie egale. Daca
pe cerc exista un grup format din trei numere consecutive, ay, agi1, agro (indicii
sunt luati modulo 2n) astfel incat ay = ag2, stergem numerele ag; si agyo de pe
cerc. Pe cerc vom avea tot un numar par de numere, nicicare doua vecine egale,
iar suma alternanta de la sfargit nu se modica prin aceasta stergere. Continuam
acest proces de gtergere pana cand nu mai exista pe cerc grupuri de forma x,y, x.
In acest moment fie nu mai avem deloc numere pe cerc (si atunci suma ceruta este
0), fie avem numai grupuri de forma x,y, z care se repeta: x,y,z,2,v,2,2,Y, 2,
s.a.m.d., unde {x,y, z} = {2015, 2016, 2017}. Cum numarul numerelor de pe cerc
ramane mereu par, vom ramane cu un numar par de grupe z,y, z. Putem atunci
grupa numerele ramase in succesiuni x,y, z, z, y, 2. In fiecare astfel de succesiune,
suma cautata este xy —yz + zox — xy + yz — zz = 0, deci suma finala va fi 0. Prin
urmare si la inceput, suma cautata a fost 0.

Solutia 2. (Calin Nicolae Modoran)

Rescriem relatia din enunt, sub forma
(a1 — a2)2 + ((l3 —a4)2 +...+ (agn_l —agn)Q = (CLQ — CL3)2 + (CL4 — (15)2 —+...+ (agn —al).

Diferenta dintre oricare doud numere poate fi £1 sau +2, deci (ap —ax,1)? € {1,4},
Vk = 1,2n. Mai precis, (ap — apy1)? = 4 dacd {ay,ary1} = {2015,2017} si
(ap — agy1)* = 1 dacd 2016 € {ay, ax11}. Daca r dintre cele 2n numere sunt egale
cu 2016, atunci in fiecare membru al egalitatii (a1 —as)?+ (a3 —a4)?+. . .+ (a2,_1 —
agn)? = (ag — az)*+ (ag — a3)? + ... + (az, — a1) sunt 7 termeni egali cu 1 gi n —r
termeni egali cu 4, deci cele doua sume sunt egale.
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