COMENTARII OLIMPIADA DE MATEMATICA 2014
FAZA LOCALA A MUNICIPIULUI BUCURESTI

ABSTRACT. Comments on some of the problems presented at the Local
Round of the National Mathematics Olympiad 2014, Bucharest & Ilfov.

Se adreseaza claselor IX, X, XI, XII.
Data: 25 februarie 2014.
Autor: Dan Schwarz- Moromete, Bucuresti.

1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Locale a Olimpiadei de Matematica 2014 a
municipiului Bucuresti, reflecta, ca de obicel, opinia personald a autorului.’
Ele sunt adaugate la o prezentare selectiva a probelor de concurs.”

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, gi prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

2. CLAsA A IX-A

Subiectul (3). a) Sa se arate ca, dacd o > 0, atunci valoarea maximd a

1
functiei f: R — R data de f(z) = in o este NG

b) Aratati ca, dacd a,b,c sunt numere reale pozitive,

atunci

a n b n c 1/1 n 1 n 1
a?+bc b 4+ca A+ab " 2\a b ¢/
Marian Cucoanes, G.M.-B. nr. 11/2013

Solutie. Parca era in uz conventia (gresita — dupa parerea mea) ca zero este
numar real pozitiv, deci trebuia folosit calificativul

x z — Ja)?
a) Avem f(x) ! (z = Vo)

— = — < 0, cu egalitate
pentru z = /.

1
S 2/a 2?24a 2ya 2+«

La sugestia unui literato prieten al meu, care vede acest spatiu ca fiind ”poiana lui
Tocan” a matematicii scolare romanesti.
2Lipsesc multe probleme, la care nu am gésit interesul de a fi prezentate. De aceea, am
completat prezentarea cu unele probleme de la faza locala a judetului Ilfov, la care am si
acolo cate ceva de spus.
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b) Deci%c:azibc < ;Z\/lE < %Z%, din nygsz (notand

1
x = —= si celelalte), cu egalitate pentru a = b = c. O
Va
Subiectul (4). Se numeroteaza varfurile unui cub ABCDEFGH cu cate
un numar natural de la 1 la 8, astfel incat oricaror doud varfuri distincte
sa li se atribuie numere diferite.

a) Se atribuie fiecarei fete numarul egal cu suma numerelor atribuite
varfurilor care o determind. Sd se arate cd existd patru fete avand suma
numerelor atribuite egala cu 72.

b) Se atribuie fiecarei muchii numarul egal cu suma numerelor atribuite
varfurilor care o determina. FExista o numerotare a varfurilor pentru care
numerele atribuite muchiilor sunt distincte doud cate doua?

Justificati raspunsul!

Ovidiu Sontea & Mihai Baluna

Solutie. La ce slujeste oare identificarea ABCDEFGH a cubului, cand
nicaieri, nici In enunt nici in solutia oficiala, nu se face vorbire?

a) Suma numerelor atribuite oricarei perechi de fete opuse ale cubului
este egala cu 36, suma numerelor atribuite celor 8 varfuri. Asadar oricare
doud perechi de fete opuse dau solutia.

b) Cele 12 muchii ale cubului pot avea atribuite doar numere din multimea
M = {3,4,...,14,15}, care contine 13 elemente. Numerele 3,4,5,6 nu pot
fi toate patru atribuite unor muchii (ar trebui sa avem 1+2, 143,51 1+4
(caci 2 4+ 3 nu mai este posibil); dar atunci nici 1 + 5 nici 2+ 4 nu mai sunt
posibile). Analog, numerele 15, 14,13, 12 nu pot fi toate patru atribuite unor
muchii. Doua (cel putin) numere din M fiind inaccesibile, rezulta ca doua
muchii vor avea atribuit acelagi numar. O

3. CLasa A X-A

Subiectul (1 — IF). Stabiliti valoarea de adevar a urmdtoarei propozitii:
” Exista numere irafionale care ridicate la puterea numar irational
sa dea numar rational”.

Solutie. Folclor urban. Solutia cea mai eleganta (atribuita de unii lui Bebe
Panaitopol) suna cam aga. Desigur /2 este numar irational. Daca (\@)\/i

. <o < : V2 Ca
este rational — am gasit; daca nu, atunci (\/5) este numar irational, dar

V2 ve 2
atunci <ﬁ ) = (\/5) = 2 este rational. Am demonstrat in acest fel

existenta unei astfel de perechi (chiar fara sa stim care dintre aceste expresii
produce numarul rational!).?

3De fapt, dintr-o teorema cruciala a lui Ghelfond, rezulta ca \/5\/5 este irational (chiar
transcendent), vezi http://mathworld.wolfram.com/GelfondsTheorem.html
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Aceasta este gi singura propunere de solutie din barem; este probabil
imposibil ca cineva sa o gaseasca in concurs, fara a o fi stiut din
prealabil.

Mai pedestru, numerele v/2 si 2log, 3 sunt irationale (daca logy, 3 =

9

ISl k]

. 4 . . - N 1
atunci 3 = 22, deci 37 = 2P, imposibil). Avem insa (\/5)2 0823 _ log23 — 3
numar rational. ([

Alegerea acestei intrebari ca Problema 1, la faza locala, este de necrezut.

Subiectul (2). Fie z € C. Sd se arate cd 2|z + 1| = |z + i| + |z — | dacd
st numai daca |z| =1 gi Re(z) > 0.

prelucrare(!?!) * * *

Solutie. Cazul de egalitate al inegalitatii lui Ptolemeu aplicata punctelor de
afixe —1, —i, z gi i, echivalent cu z pe semicercul unitate, de capete —i si i,
care contine punctul de afix 1. O demonstratie directa (fard a se recurge la
evidentierea partilor reala gi imaginara ale lui z) vine din cazul particular

Riz+ D =z-)i-1)+ E+)(i+1) <|(z-)E-D[+[(z+D)(i+1)]
al cunoscutei identitati care demonstreaza si cazul general. ([

Subiectul (3). Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia

3

osin 3z _ {InT _ i3 4

Traian Tamaian, G.M.-B. nr. 2/2013

Solutie. Folosind cunoscuta relatie sin3z = 3sinz — 4sin® z, putem scrie
forma echivalenta
sin 3w _ o3sinz 3sinx

2sin 3x
+ 4 4

. t o o <
Dar functia t — 2! + 1 este suma de functii strict crescatoare pe R, ceea ce

forteaza sin 3z = 3sinx, deci sinx = 0, cu solutiile ’x =nm,n€EZ| O

Subiectul (4). Sa se rezolve ecuatia
Vb 4 7a3 = /ot + 8z — 22

FEugen Radu
Solutie. Pentru x # 0 ( este evident solutie) putem scrie
8z
V34T = —— .
Vvt + 8z + 22

Dupi simplificarea cu x, rezulti x > —+/7, deci z > 0 (pentru a avea
2%+ 87 > 0). Cum cei doi membri sunt de monotonie diferita, este

singura (cealalta decat 0) solutie reala. O
3
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Desigur (dupa cum e condusa solutia oficiald), era intentionata rezolvarea
in R, ca gi in cazul Problemei 3, unde insa era clar specificat acest lucru.
Cu atat mai mult, fiind o problema de clasa a X-a, unde au fost introduse
numerele complexe, lipsa acestei specificatii putea sugera rezolvarea in C.

—127 £ 7iv4
WolframAlpha ofera solutiile complexe suplimentare x = ¥ 71871\ﬁ7

daca intereseaza pe cineva acest lucru ...

4. CLASA A XI-A

Subiectul (3). Determinati matricele A € Mao(Z) care au proprietatea

5 8
3_
AT = (8 13)'
Daniela Haret, G.M.-B. nr. 12/2013

Solutie. Fie d = det A i t = tr A. Din d® = det(A3) = 1 rezultd d = 1.
Atunci ecuatia Hamilton-Cayley se scrie A2 —tA + I, = 0, de unde avem
A3 =tA? — A= (t* — 1)A — tI. Luand urma, obtinem 18 = ¢(¢? — 1) — 2t,
adica (¢ — 3)(t?> + 3t + 6) = 0, cu singura solutie reald t = 3. Acuma
(5 —;3_ 3 133— 3> = A3 4 31 = 8A duce la singura solutie A = (} ;)

Putem remarca si faptul c& polinomul caracteristic 25 —182%+1 al matricei
A3 se factorizeazi

25— 1823 + 1= (22 — 324+ 1)(z? + 323 + 822 + 3z + 1),
cu factorul 22 — 3z + 1 fiind polinomul caracteristic al matricei A. U

Subiectul (4). Fie A gi B matrice 2 X 2 cu elemente intregi, astfel incat
matricele A+ B, A+2B, A+3B, A+ 4B si A+ 5B sd fie inversabile, iar
inversele lor sd aibd elemente intregi. Sa se arate cd matricea A + 6B este
inversabila, iar inversa et are elemente intregi.

kkk

Solutie. Daca o matrice inversabila M si inversa ei, ambele, au elemente
intregi, atunci evident det M = +1. Atunci, pentru functia f: R — R data
prin f(z) = det(A + zB), care este functie polinomiald de grad cel mult 2,
deoarece una din functiile f(z) — 1 gi f(x) + 1 se anuleaza in cel putin 3
puncte distincte, rezulta ca f(z) este constant egala cu c € {—1, 1}, si atunci
det A = ¢ = £1 si det B = 0 (dar nu este obligatoriu sa avem B = 02).

5+t 8

8 13+1¢
cu singurele posibilititi ¢ = 0, ¢ = £3, din care se afirmi (fird demonstratie) ca doar t = 3
convine. Dac# valorile elementelor lui A® ar fi fost diferite (mult mai mari), ar fi putut
apare imens de multe cazuri de considerat in aceasta abordare. Mai mult, sd remarcam
ci, prin solutia mea, era suficient si se specifice A € M2(R), in timp ce solutia oficiald nu
se poate dispensa de ipoteza redundantd A € Mz (Z). lar pentru A € M2(C) mai apar
dous solutii, generate de ridacinile complexe ale lui t* + 3t 4+ 6 = 0.

4

4Solu‘gia oficiala o ia pe alta cale, scriind ( ) = (t*~1)A, deunde t>—1| 8,
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Rezulta ca A+nDB este inversabild pentru orice n € Z, cu det(A+nB) = ¢,
agadar si inversa ei avand elemente intregi. Sa remarcam si ca, dacd nu se

da informatia despre A+ 5B, exista contraexemple, cum ar fi A = (_11 i)

si B = (_01 _01>7 pentru care A + nB este inversabild, dar nu mai are

inversa in Ms(Z) daca n € Z\ {1,2,3,4}. O

Adaugire. Mi se atrage atentia ca aceasta este practic problema A-4
din Putnam 1994. Este cu totul nesimptomatic faptul ca celebrul (decedat
intre timp) Paul Scholes face remarca gresita ca informatia despre A + 5B
este inutild; dupa cum am vazut mai sus, nu acesta este cazul — una din rarele
erori ale lui Scholes. Ceea ce se poate spune este ca, daca avem informatia
despre patru matrice A 4+ n; B, unde numerele intregi n;, 1 < i < 4 nu sunt
consecutive, aceasta este suficient pentru a trage concluzia. Ratiunea este
ca daca un polinom de gradul 2 cu coeficienti intregi ia de doua ori valoarea
1 si de doua ori valoarea —1 in unele argumente intregi, acest lucru nu este
posibil decat daca aceste argumente sunt numere consecutive.

Fie f(x) acel polinom, cu f(a) = f(b) = 1si f(¢) = f(d) = —1. Avem
a—c| fla)—f(c)=1—(—-1)=2,silafela—d|2,b—c|2,b—d|2. Acest
lucru implica faptul ca numerele intregi a,b, c,d trebuie sa fie consecutive
(intr-o anume ordine). La noi, aceasta inseamna ca daca avem informatia
despre matricele A + B gi A + 5B, atunci este suficient sd o avem doar
pentru doua dintre cele trei matrice A+ 2B, A+ 3B si A+ 4B, dar ca lipsa
informatiei despre A + B sau A + 5B este instrumentald in existenta unui
contraexemplu. O

5. CLASA A XII-A

Subiectul (3 — IF). Pe mullimea Z se defineste legea de compozitie asocia-

tiva xxy = xy —2x —2y+6, V pentru orice x,y € Z. Sa se determine restul
Impartirii i 5% 5% --- x5 la 32014,
—_———
de 2014 ori

Solutie. Acelasi obositor abuz al ideii de transport de structurd ... in plus,
combinat cu afirmatia paternalista despre asociativitate, care este data.
Daca avem o bijectie f: X — G, unde (G, o) are structurd de monoid,
si dacd definim z *y = f~1(f(x) o f(y)) pentru z,y € X, atunci (X, *)
are structurd de monoid, izomorf (prin functia f) cu (G,0). Acest lucru
ne permite sa evitam verificarile plictisitoare de asociativitate, eventuala
comutativitate, sau existentd a elementului neutru. La noi (G,o) = (Z,-),
si izomorfismul f: Z — 7Z este dat de f(z) = z — 2.

Tar acum, vedem ci 5*5%--- x5 = (5 — 2)20M 12 = 32014 4 92 deci

de 2014 ori

raspunsul devine trivial. O
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Subiectul (1). Pentru fiecare p € N* consideram multimea
Uy={z€C|2=1}

a) Sd se arate cd existd w € U, astfel incit U, = {1,w,w? WPy,
b) Sa se arate ca, dacam,n € N* st multimea U, UU,, este parte stabila in
raport cu tinmulfirea numerelor complexe, atunci m divide n sau n divide m.

kkk

Solutie. Punctul a), trivial, este probabil intentionat ca ”ajutator” pentru
punctul b). Dar urméatorul bine-cunoscut rezultat general este la fel de usor
de probat, si ofera un raspuns complet.

Daca H, K sunt subgrupuri ale unui grup (G, o), atunci HUK
este subgrup al lui G daci si numai daci H C K sau K C H.?

Presupunem H \ K # () # K \ H; fie atuncih € H\ K sik € K\ H. Nu
putem avea hok = k' € H, cici atunci k = h~! o A’ € H; in mod similar,
nu putem avea hok =k’ € K, caci atunci h =k’ o k™' € K. O

Subiectul (3). Fie0<a<b gi f:[a,b] — (0,+00) o functie continud.

a) Sa se arate ca pentru fiecare n € N existd si este unic x, € (a,b)

astfel tncat
Tn b
n/ f(x)d:r:/ f(z)dz

b) Daca (xy,)n>1 este sirul definit la a), sa se calculeze lim x,.
- n—o0

Florin Rotaru, G.M.-B. nr. 4/2013

Solutie. a) Evident ca n = 0 forteaza x,, = b, deci nu exista x,, € (a,b); din
cele scrise la punctul b) putem deduce ca intentia autorului a fost n > 1, dar
in Romania 0 € N. Desigur, acest fapt este irelevant pentru ceilalti termeni
ai girului, dar totusi ... Nu avem nevoie sa introducem o primitivé F alui
f (ca in solutia 0ﬁ01ala Este suficient sa consideram functia g,: [a,b] = R

data prin g, (z —n/f ) dt— /f ) dt = n+1/f ) dt— /f ) dt.

Functia g, fiind strict crescatoare si continua, cu gn(a) < 0 si gn(b
exista deci un unic x,, € (a,b) astfel incat g, a:n) =0.

b) Avand 0 < (z,, — a) mff / f(t) dt = /f )dt =0
pentru n — oo, rezulta 1med1at ca| lim z, =a|
n—oo

5Achtung! pentru monoizi aceasta afirmatie este falsd; de exemplu pentru submonoizii
lui (N, +) dati de H ={0,2}U{m e N|m >4} si K ={0,3} U{m € N|m > 4}.
6
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Adaugire. Dinu Serbanescu 1mi atrage atentia ca cerinta originala a
autorului (din G.M.-B., care probabil a fost ”diluata” de selectioneri) era sa

se calculeze nh_}ngo n(x, —a). Nu era cu mult mai greu. Fie F': [a,b] — [0, 00)
primitiva lui f data de F(x / f(t) dt. Atunci, din definitia lui =,
F(n) / roa= s [
Dar avem si F'(x,) / f(t) dt = (x, — a)f(¢,) pentru un ¢, € [a,x,],
1 b
deci nh—>I£lo n(x, —a) = nh_)néo f geurr ] / f(t) f(a) /a f(t) dt

Subiectul (4). a) Sd se arate cd sinz > x — x—‘, pentru orice x > 0.
b) Fie f: R0, 1] = [0,00) 0 functie continud. Ardtati ci

i 3oon (1 (1) = [ f

Solutie. a) Insist asupra acestui punct doar din cauza amuzantei greseli de
tipar 3 in loc de 3!. Poate ca cineva a considerat ca semnul de exclamare
nu are ce cauta intr-o expresie matematica ... Din fericire 3 < 3!, asa ca
inegalitatea ramane totusi adevarata, desi solutia oficiala contine o patenta
greseala, inerenta acestui fapt (si noteaza si o functie auxiliara tot cu f).
b) Rezultatul cerut aici nu are insa nimic de-a face cu punctul a), si in
general cu functia sin. S& presupunem, in toatd generalitatea, cid avem o

x
functie p: R — R, cu singura proprietate ca liH(l) @
r—r xT

kkk

=1, ceea ce forteaza

hr% @(x) = 0. Pentru orice 0 < € < 1 exista 6 > 0 astfel incat ¢lz)
T— xr

—1‘§€

1 k
pentru 0 < x < 4, si exista N € N* astfel ca 0 < —f <> < ¢ pentru orice
n" \n

n>Nsgil<k<mn,caci f este marginita pe [0, 1].
Prin urmare, sub aceste conditii,

(1-o)f (fj) <o (if <f;>) <(+e)f <7’j> .

Dar lim — Z f < > / f(x) dz, deci (prin trecere la limita cu € — 0)

n—oo N
o= (1, [k !
i S (51 (5)) = [ e
7



COMENTARII MOROMETE

Am mai vazut si cu alte ocazii, chiar anul trecut, astfel de particularizari
fortate, in care folosirea unui detaliu irelevant devine instrumentala in solutia
oficiala. O

Subiectele clasei a XII-a au fost de data aceasta cu totul banale (de obicei
ele erau de buna calitate, dar ceva mai grele decat cele ale celorlalte clase).

6. INCHEIERE

Calitatea etapei locale a Municipiului Bucuresti continua sa fie oleaca
ameliorata fatd de un trecut nu foarte indepartat. Au fost totusi destul
de multe scapari si erori (in enunturi si solutii), iar multe din probleme au
ramas destul de neatractive.



