Solutia problemei 4, Clasa a Vll-a
Etapa 5, Editia a X-a
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Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. Avem n cartonase pe care sunt scrise
numerele de la 1 la n gi n urne, si ele numerotate de la 1 la n. In fiecare urni se
introduce cate unul din cartonase, apoi, pentru fiecare urna, se face suma dintre
numarul urnei si cel scris pe cartonasul aflat in urna.

a) Aratati ca daca n este numar par, printre cele n sume calculate, vor exista doua
care dau acelasi rest la impartirea cu n.

b) Aratati ca oricare ar fi n > 2 un numar natural impar, distribuirea cartonaselor
in urne se poate face in asa fel incat cele n sume sa dea resturi diferite la impartirea
cu n.

Solutie:
Presupunem contrariul, anume ca exista un mod de a introduce cartonasele in
urne fara ca doua dintre cele n sume sa dea acelasi rest la impartirea cu n. Asta

inseamna ca cele n sume dau resturile 0,1,2,...,n — 2 gi n — 1 la impartirea cu n,
n(n—1
deci suma celor n sume da acelagirest cagi0+14+2+...+(n—1) = nin=1)
la impartirea cu n. Daca n = 2k, aceasta suma este k(2k — 1) = 2k(k — 1) + k si
n

da restul k = 5 la impartirea cu n.

Pe de alta parte, suma celor n sume este de fapt (1 +2+ ... +n) + (1 +2 +
...+ n) =n(n+ 1) care este divizibila cu n, prin urmare, presupunand concluzia
falsa si calculand in doua moduri o anumita cantitate am obtinut rezultate diferite,
contradictie care arata ca presupunerea facuta este falsa.

b) Putem introduce cartonasele in urne in felul urmator: cartonasul cu numarul
m merge In urna cu numarul m. Astfel, cele n sume vor fi 2, 4, 6, ..., 2n.
Aceste numere dau resturi diferite la impartirea cu n deoarece, daca n | 2 — 25 cu
1 <j<i<n,atunci (n,2) = 1 implica n | i — j, ceea ce nu se poate deoarece
0<i1—7<n.
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