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SOLUTIE Problema 3

Problema 3. Fie cercurile C; si C;, de raze diferite, ale caror
centre nu se cunosc. Tangentele comune exterioare celor doua cer-
curi se intersecteaza in punctul {M}, iar punctele de tangenta sunt
{A1, By} € C si {As, Bo} € Co, perechile (A;, Ay), respectiv (B, By)
aflandu-se fiecare pe o aceeasi tangenta.

Sa se construiasca, cu rigla negradata, centrele {O,} si {O,} ale
cercurilor C;, respectiv Cs.

Nita Cristi

Demonstratie

Deoarece M Ay si M By sunt tangente la C; rezulta [MA;| = [M By] (1).
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Deoarece M Ay si M By sunt tangente la Cy rezulta [MAg] = [M B, (2).

. ) . MA MB
Din (1) si (2) rezulta MA; = MB; = A1 B1||A2Bs (3).
Fie A1 BoNAyB; = {C} si MCNAyBy = {D}. Aplicand teorema lui Ceva

in AM A; By pentru cevienele M D, Ay By, As By concurente in C', obtinem

MA, A;D ByB,

A, A, B,D MB, L (4)

Dar,
MAl . MBl MAl MBQ

= = = -
MA;  MBs MAy, — MA, MBy— MB,
MA; M B, MA, ByB;
=4 — = . — s
AQAl BgBl AQAl MBl

=1 (5).
2
Rezulta din (5) ca MD este mediana in AMAyB, isoscel ([MAs] =
[M Bs)), de unde obtinem (conform relatiei (3)) ca daca {E} = MDN A, By,
atunci M E este mediana in AM A, By isoscel ([MA;] = [MBy]). Cum cele

AyD
de unde rezulta ca relatia (4) devine B2 D

doua triunghiuri sunt isoscele, rezulta ca M D si M E sunt mediatoare ale seg-
mentelor [AsBs], respectiv [A; B;]. Deducem de aici ca dreapta MD = M E
reprezinta dreapta ce trece prin centrele celor doua cercuri Cy si Cs.

Fie MDNC, = {F1}(F\ € [ED]) st MDNCy = {Fy} (semidreapta [DF3)
fiind opusa semidreptei [DF})). Vom obtine F) By || FyBa:

Demonstratie (vom folosi figura de mai jos):
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In figura observam ca AMO1B; ~ AMOyBy (deoarece O 1. M By gi
O9By 1 M By, rezulta O1By||O2Bs; 01/1\4\31 = 02/]\4\32 (unghi comun)).

Obtinem astfel ca ]\4/0\131 = ]\4/0\232 = 2. Oﬁ’l\Bl =2 0@2 =
ME,B, = MF,By = F\By||FyBs. 0

Fie acum FyBy N F1By = {G} si MG N BBy = {H}. Aplicand teorema
lui Ceva iIn AM F;B5 pentru cevienele M H, F5Bq, F1 By concurente in G,

obtinem
MF, FH BB
F,F, BoH MB,
MFE, _ MB,  MF BB _
LF, BB,  KF, MB,

= 1, de unde deducem ca H este mijlocul segmentului

1. (6)

Dar, F} B||F3Bs, de unde rezulta 1=

relatia (6) devine
[F2Bs] (7).

Fie {L} = MH N F1By. Deoarece F|B;||FyBy si M H este mediana in
AMF, By, rezulta ML este mediana in AM Fy B; = L este mijlocul segmen-
tului [F1By] (8).
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Fie MDNCy = {N2} (Ny € [ED]) si MD N C; = {N;} (semidreapta
[ENy) fiind opusa semidreptei [EF})).

Vom obtine N;Bi||NsB, (deoarece ANy BiF; ~ AN,ByFy: Fy = F
si El = EQ = 90° ([N1Fy] si [NoF5] sunt diametre), rezulta FI/Nl\Bl =
FyNyBy = N1 By||NaBs).

Fie MH N NoBy = {Hs} si FoHy N M By = {P>}. Aplicand teorema
lui Ceva iIn AM Fy,B5 pntru cevienele M H, Fy Py, BoNy concurente in Ho,

obtinem
MNQ.FQH.BQPQZ]_QMNQ‘BQPQ:1:
FsNy BoH MP, FsNy MPy
MNy;  MP,
= = NoPs||FyBs.
N, P, B, 2 2|| 202

De aici rezulta PQ/NQ\BQ = NQ/B?*} = 90° (tinem cont de faptul ca [NoFb]
este diametru! < (N, Fy) € M D), de unde, daca {S3} = P,NoNCy, obtinem
B3N, S5 = 90°.

Din Bmg = 90° ¢i NQ/BFQ = 90° rezulta [NoF3| i [B2Ss] sunt diametre
si astfel deducem ca NoFy N BySy = {Os}, centrul cercului Cs.

Fie ML N B1N; = {H;} si F{H, N MB; = {P,}. Aplicand teorema
lui Ceva iIn AMF} By pentru cevienele ML, FyP;, N\B; concurente in H;,

obtinem
MNl‘FlL‘Blpl:1(__8gMN1.31P1:1:
BNy BiL MP BNy MP
MN, MP,
= = NP\ ||F1B;.
N, BB bl

De aici rezulta Pl/Nl\Bl = NTB?G = 90° (tinem cont de faptul ca [Ny F}]
este diametru! < (Ny, F1) € M D), de unde, daca {S;} = Py N;NC;, obtinem
BN, Sy = 90°.

Din Bj\h\Sl = 90° i NI/B?G = 90° rezulta [N1F}] i [B1S1] sunt diametre
si astfel deducem ca N1 F; N B1S; = {O;}, centrul cercului C;.

]
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