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Clasa a XI-a

Problema 2. Fie a un număr real s, i f : R → R o funct, ie continuă astfel ı̂ncât f este derivabilă
pe R, f ′ este derivabilă, cu derivata continuă pe R\{a}, iar f ′′ are limite laterale finite ı̂n punctul
a.

Arătat, i că există o funct, ie g : R → R, de două ori derivabilă pe R, s, i numerele reale m s, i n
astfel ı̂ncât

f(x) = g(x) + (mx+ n)|x− a|, oricare ar fi numărul real x.

Solut,ie. Avem g(x) = f(x)−(mx+n)(x−a) pentru x ∈ [a,∞) şi g(x) = f(x)+(mx+n)(x−a)
pentru x ∈ (−∞,a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Rezultă că g este derivabilă s, i g′(x) = f ′(x)− sgn(x− a)(2mx− am+ n) pe R \ {a}, g′s(a) =
f ′(a) + ma + n şi g′d(a) = f ′(a) − ma − n, iar pentru ca g să fie derivabilă ı̂n a este necesar s, i
suficient ca ma+ n = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Apoi g′ este derivabilă pe R \ {a}, g′′s (a) = f ′′
s (a) + 2m s, i g′′d(a) = f ′′

d (a)− 2m, iar pentru ca g
să fie de două ori derivabilă ı̂n a este necesar s, i suficient ca 4m = f ′′

d (a)− f ′′
s (a) . . . . . . . . . . . . . . 2p

Astfel, pentru m =
f ′′
d (a)−f ′′

s (a)

4
s, i n = −ma obt, inem funct, ia cerută . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p


