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Problema 1. Fie ABB,C, CA1A,B, BCC5A, patratele construite
spre exterior (sau spre interior) pe laturile AC,CB,BA ale unui
triunghi dreptunghic BAC (A\ = 90°). Sa se construiasca triunghiul
dreptunghic BAC' cand se cunosc lungimile segmentelor B,C5, C A,

AlBQ.
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Construim AA;M Ay, unde AsM||BA si A;M||C' A, de unde rezulta (da-
torita faptului ca BC' = Ay A; si BC||A3A;) AAMA, = ABAC =

MA, = AC si MAy = AB. (%)

Unim M cu B; si M cu Cy si obtinem AM B,C5. In acest triunghi avem:

* Deoarece AB1ACy = ACAB (B1A = AC ip., C,A = BA ip., A=A
ov.) = BCy = BC. (1)

* Deoarece M A, ||C'A (din constructie), CA|| By Bs (ip.), CA = B1 B, (ip.)
(:*g MA,||B1By st MA; = B; By = M A, By By paralelogram = M B; = A Bs.

(2)
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* Deoarece M Ay||BA (din constructie), M Ay = BA (x), BA||C1C (ip.),
BA = C1C; (ip.) = MA;||C1Cy si M Ay = C1Cy = M AyC1Cy paralelogram
= MCy = Ay(C4. (3)

Deci, AM B, Cs are laturile egale cu B1Cs, C1 Ag si Ay Bs, adica triunghiul,
de la care pornind, se cere constructia triunghiului AABC'.

Sa cercetam acum legatura dintre AM B;C5 si AABC.

Observam, din figura 1, ca B1Cy = BC, ACy = AB, AB, = AC.

Cumva, A, punctul de intersectie al cevienelor M A, B1A si (YA, ale
AM B,Cy, pare sa aiba un anumit rol.

Oare acest punct nu este vre-un punct important, sau vre-un punct de
intersectie al unor elemente importante in triunghi?

* ok ok

Cum AM||BAs = AM1BC = ACB = BAM. (1°)

Fie A3 = AM N B,C5y. Atunci BAM — @1. (2°)

Dar, cum AABC = AAC,B; = @ — ACB. (3°)

Din (1°),(2°), (3°) = A3AB, = CoB1A(= A3 B, A) = AAy = A3B,. (4°)

Analog, din relatiile ABC = MAC (AM LBC), MAC = CyAA, (0.v),
ABC = BiCyA = A;C5A (AABC = AACLB,) = A3CoA = CoAA; =
A3Cy = AAs. (5°)

Coroborand relatiile (4°) si (5°) = AAj este mediana in AAB,Cy = M A3
este mediana in AB; M Cs.

Siiata cum am aratat ca A apartine medianei M A3 a triunghiului M B, Cs.

Este A un punct oarecare pe mediana M A3? Sau este chiar centrul de
greutate al triunghiului M B,C5?

Ar fi mai multe cai de a Veféill?\f[a acest aspect. In materialul de fata am

ales sa demonstram ca AA; = 5

) %k >k
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Avem AABC = AA;MA; si BC = AyA;, de unde rezulta BA||AsM si
BA = Ay M, ceea ce arata ca ABA;M este paralelogram = avem urmatorul
sir de egalitati: AM = AyB = BC = (3,B;. Dar (5B = 2AA; = AM =
2AA3 = A imparte mediana AAs a triunghiului M B;C5 in raportul % = A
este centrul de greutate al triunghiului M B;C5.

Din acest punct al rezolvarii, ne putem concentra direct pe cerinta pro-
blemei, deoarece avem cateva informatii cheie, oferite de figura 1.

Astfel, triunghiul ABC' cerut este ,,incadrat” in triunghiul M B;C; (tot-
una cu triunghiul format de laturile B;Cy, C1 Ay si Ay By!), astfel incat BC
este B1Cy, iar varful A este localizat in centrul de greutate al triunghiului
M B, (.

* ok ok

In cele ce urmeaza, vom expune detaliat constructia AABC, pornind de

la AM3102

Figura 2 Figura 3

Fie dat AM B,C5, ca in figura 2.

Construim Az, mijlocul laturii B;C5, C3 mijlocul laturii M B; si Bz mij-
locul laturii MC5.

Trasand medianele M A3, C5C5 si By Bs, ele se vor intersecta in centrul de

greutate al triunghiului M B,C5, care este varful triunghiului ABC' cerut.
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Observatie. In figura 2, AB = B,Cs, AC = AB;, BC = B;C5.

Faptul ca unghiul A al triunghiului ABC' cerut este de 90°, ne mai ofera
o metoda de constructie, redata in figura 3.

Construim As, mijlocul laturii B;Cs. Construim semicercul de centru As
si raza AsB, = AsCs.

Trasam mediana Az M. Aceasta va taia semicercul in punctul A, varful
triunghiului ABC' cerut.

Observatie. Elementele cheie utilizate in constructia figurii 3 au fost:
C.
102

M As mediand; @1 = 90°, adica A se misca pe cercul de raza

& 7 "B,

Figura 4

Fie AM B,C5 dat. Prin M trasam o paralela la B;C5, pe care construim
segmentele MCy = M B, = B1Cy, de o parte si de alta a lui M.

Deoarece B1Cs||M By si BiCy = M By = MB,B1C5 este paralelogram
= (A taie diagonala M By la jumatate. (#)

Deoarece B1Cy||MCy i BiCy = MCy = M B1CyCy este paralelogram
= Bj A taie diagonala M5 la jumatate. (##)

Din (#) si (##) rezulta ca CoA si B1A sunt mediane in AM B, Cy, re-
zulta A este centrul de greutate al triunghiului M B,C5, adica varful A al

triunghiului ABC' cerut, unde, conform figurii, BC = B,(C5.
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Raportul % dat de pozitia centrului de greutate A pe mediana M A3 ne
sugereaza o alta cale de constructie, ca in figura 5.
Fie AM B,C5 triunghiul dat. Construim As, mijlocul segmentului B;C5.
In prelungirea laturii B;C5, construim segmentul CyBs = CyB;, B3 si By
de o parte si de alta a lui C5. Unim Bz cu M si formam AAsB3M, unde
A3DBs
A302 —

Prin trasarea unei paralele prin Cy la B3M, aceasta va taia latura AsM
AsM

(din constructie).

in punctul A, astfel incat Az3A = , adica A este centrul de greutate al
triunghiului M B, Cs, adica varful triunghiului ABC' cerut.

Observatie. Din aceeasi figura 5, se observa rapid si o alta constructie.

Fie ACoNnBiM = N. In ABBsM, Cy taie latura By B3 in jumatate, si
cum CoN||BoM = CyN linie mijlocie in AB1BsM = B1N = NM = CyN
este mediana in triunghiul M B,Cj.

Cum A se afla la intersectia medianelor AsM si CsN = A este centrul
de greutate al AM B1Cy, adica varful A al triunghiului ABC cerut.

* ok

In cele ce urmeaza, vom oferi solutia pentru cazul in care patratele sunt

construite in interiorul triunghiului ABC.
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Fie figura 6, realizata cu datele oferite in enuntul problemei.

Prelungim CyC, pana intersecteaza By Bs in (.

Deoarece CoC3 1 BBy, B1C3 = BC, AB, C,C3 = CBy = AC i
B1C3B = BiAC = 90°, rezulti AB1CoCy = ACBA = B,Cy = BC. (1)

Prelungim AC' cu CC, = ACy, = BC}.

Deoarece A;B = A,C, AyB||AC, BCy = CCy si BCY||CCy, rezulta
AA;BCY) = AACCy = ACy = A1Cy. (2)

Deoarece CCy = ACy, CBy = AB;, CC4||ACy si CBs||ABy, rezulta
ACByCy = AAB,Cy = ByCy = B1Cy = BC. (3)

Din (1), (2) si (3) rezulta AA;ByCy este acelasi cu triunghiul format de
laturile Ay By, B1Cs si C1 As.

L.UL

Se observa ca, deoarece AB,Cy,C' = AABC (ByCy = B1Cy = BC, C4C =
ACy = AB, ByC = AB, = AC), putem spune ca AA;CyB; are ,,integrat”
AABC, varful A fiind Inlocuit de varful C.

Ca gi la rezolvarea pentru cazul constructiei patratelor exterioare, incercam

sa localizam varful C in contextul AA,;ByCy.

6
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Prelungim A;C si obtinem A;C' N ByCy = As.

In acelasi timp construim diagonala ACs5 a dreptunghiului AC5CsB;.

Avem urmatoarele relatii:

1) A3CCy + BoCAs = 90°;

2) ACB = C@Q\CZ (unghiuri corespondente in triunghiurile congruente
ABC i CCyBy);

3) ACB + A;CC, = 180° — BCAy = 180° — 90° = 90°;

Din 1), 2) si 3) rezults CBCy = BoC Ay = CAs = ByAy; (%)

1) CCyBy + C1B,C = 90° 1Y 1,00, = CCL B, = CAy = A3Cy. (x%)

Din (x) si (%*) reiese ca C'Az este mediana in AB,CCy = A;A; este
mediana in AA; B;Cy.

In plus, CA; = BaCy _ BO = AC

2 2 2
A C
AsC = %, adica C' imparte mediana A; A3z In raportul % = (' este centrul

. Din aceasta ultima relatie obtinem

de greutate al triunghiului A, B>Cy.

Astfel, rezulta ca ideea de constructie va fi identica celei aplicate in cazul
utilizarii patratelor exterioare laturilor triunghiului ABC, constructie discu-
tata anterior.
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