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Actiuni de grupuri

lect.dr. Mihai Chig
Facultatea de Matematica si Informatica
Universitatea de Vest din Timisoara

Definitie 1. Fie (G,-) un grup si M # () o multime nevida. O aplicatie « : G x M — M se
numeste actiune (la stanga) a lui G pe M daca verifica proprietatile:

1) a(gh,m)=a(g,a(h,m)) ,(¥)g,he G,me M.
2) a(l,m)=m ,(V)me M.

Observatie 2. 1) Daca notam g - m := a(g, m), conditiile de mai sus se pot scrie in forma:

1) gh-m=g-(h-m) ,¥V)g,heG,me M.
2) 1-m=m ,(V)meM.

2) In mod aseméanitor se poate defini termenul de actiune la dreapta a unui grup pe o multime
nevida, pentru care se pot demonstra proprietati analoage celor pe care le vom prezenta pentru
actiuni la stanga. Noi ne vom referi in continuare doar la actiuni la stanga, pe care le vom
numi simplu actiuni.

Exemplu 3. 1) Fie G un grup si H < G. Pe multimea claselor laterale la stanga (G/H), ale
subgrupului in grupul G putem defini actiunea

a:Gx(G/H)s — (G/H)s: (g,2H) — gxH.

Aceasta se numeste actiunea naturala a lui G pe (G/H)s.
2) Fie Sx grupul simetric al permutarilor unei multimi nevide X, iar G < Sy un subgrup al
sau(G se numegte un grup de permutari ale multimii X'). Atunci G actioneaza pe X prin

a:GxX — X:(g9,2) — g(x).

(actiunea de evaluare)
3) Fie G un grup. G actioneaza pe multimea propriilor sale elemente prin

1 not

a:GxG— G:(g,x) —> grg = .

(actiunea de conjugare)
4) Un grup G actioneaza prin conjugare si asupra multimii P*(G) a submultimilor sale nevide:

a1 G xPHG) — PHG) : (g, A) —s gAg 2o 4,
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De asemenea, asupra multimii S(G) a subgrupurilor sale:
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_1 not

a:GxS(G)— S(G):(g,H)—gHg " ="7H.

Definitie 4. Daca a: G x M — M : (g,m) — «a(g,m) not g - m este o actiune, definim pe
M relatia ~, de asociere in raport cu o prin

def
T gy = (AgeG:g-z=y.

Propozitie 5. Daci a: Gx M — M : (g,m) — a(g,m) n:0tg -m este o actiune, relatia de
asociere in raport cu actiunea « este o relatie de echivalentd pe M.

Definitie 6. Clasa de echivalenta a unui element x € M in raport cu relatia ~, se numeste
orbita elementulut x in raport cu actiunea o.

Observatie 7. Orbita unui element oarecare x € M in raport cu o actiune a: G x M — M

este
[2]e, ={yeM|z~yyt={yeM|(geG:y=g- -1} =
not

={g-2lge G} =G

Exemplu 8. 1) Orbita unui element x € G in raport cu actiunea prin conjugare se numeste
clasa de conjugare a elementului z, notata “z sau 2.

2) Orbita unei clase laterale x H in raport cu actiunea naturala a unui grup G' pe multz imea
(G/H)s a claselor laterale la stanga in raport cu un subgrup H al sau este intreaga multime
(G/H)s. O actiune care determina o singura orbita in multimea suport a actiunii se numeste

actiune tranzitiva.

Definitie 9. Stabilizatorul unui element z € M in raport cu o actiune o : M x G — M este
multimea

Stabg(x) :={g € G|lg-x ==x}.

Exemplu 10. 1) Pentru actiunea unui grup prin conjugare pe el insusi, stabilizatorul unui
element z € GG este centralizatorul elementului:

Co(z) ={g € G|’z = 2} = {g € G|gx = xg}.

2) Pentru actiunea prin conjugare a unui grup pe multimea submultimilor sale nevide, stabi-
lizatorul unei submultimi A C G este normalizatorul submultimii:

Na(A) ={g € G|A = A} = {g € G|gA = Ag}.

3) Pentru actiunea naturala a unui grup G pe multimea (G/H), a claselor laterale la stanga
ale unui subgrup H < G, stabilizatorul clasei H este chiar H.

Propozitie 11. Stabilizatorul Stabg(x) al unui element © € M in raport cu o acfiune o :
G XM — M a unui grup (G,-) pe o multime M este un subgrup al grupului G.
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Observatie 12. Daca a: G x M — M : (g,z) — ¢ - = este o actiune, atunci pentru orice
g,h € G si x € M au loc echivalentele:
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g-x=h-v4+=hlg-2 =1 h'g € Stabg(r) <= g - Stabg(x) = h - Stabg ().
Prin urmare, are loc §i g - © # h - © <= ¢ - Stabg(x) # h - Stabg(x).
Obtinem astfel urmatoarea proprietate:

Propozitie 13. Cardinalul orbitei unui element x € M in raport cu o actiune o : GX M — M
este egal cu indicele stabilizatorului elementului:

|G - x| =[G : Stabg(z)] .

Corolar 14. Daca M este o multime finitd, iar R un sistem de reprezentanti ai orbitelor
definite de actiunea o : G x M — M pe M, atunci

M| = Z[G : Stabg(x)]

z€R
(ecuatia claselor asociata actiunii «).

Exemplu 15. Pentru actiunea prin conjugare a unui grup G asupra elemntelor sale, notand
cu K un sistem de reprezentanti ai claselor de conjugare, avem atunci:

Gl =) [G: Calx)]

el
(ecuatia claselor grupului G).
Observatie 16. Daca x,y € M sunt asociate in raport cu actiunea «, cu y = g - x, atunci

h € Stabg(y) <= h-y=y<=hg -2 =g -1 <= g 'hg -1 =1 <=

<= g 'hg € Stabg(z) <= h € g - Stabg(z) - g~
Prin urmare, obtinem proprietatea urmatoare:

Propozitie 17. Dacdi o : G x M — M este o actiune a unui grup G pe o multime M, g € G,
r €M, wary=g-x, atunci

Staba(y) = g - Stabg(z) - g~ *.
Corolar 18. Dacd x,y € M au proprietatea ca x - G =y - G, atunci Stabg(x) = Stabg(y).

Definitie 19. Daca o : G x M — M este o actiune a unui grup G pe o multime M, iar
g € G, notam cu Fiz(g) multimea punctelor fixe in raport cu g prin actiunea a:

Fiz(g) ={r e M|g-z=x}.
Observatie 20. Pentru x € M si g € G avem ca

x € Fix(g) <= g-o =x <= g € Stabg(x) .
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Definitie 21. Pentru o actiune a« : G x M — M : (g,x) — ¢ - & vom nota cu Fiz(«a)
multimea punctelor fixe in raport cu actiunea a:
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Fiz(a) = ﬂ Fiz(g) ={x € M|g-x = z}.

geG

Observatie 22. 1) Evident are loc echivalenta
r € Fiz(a) <= Stabs(z) = G.

2) De asemenea,
r € Fiz(a) <= G -z = {z}.

Corolar 23. Daci o : G X M — M : (g,z) — g - x este o actiune, iar R un sistem de
reprezentanti ai orbitelor actiunii in mulfimea M, atunci Fiz(a) C R.

Corolar 24. Ecuatia claselor asociatd unei actiuni o : G X M — M : (g,x) — g-x se poate
scrie atunct in forma

|M| = |Fiz(a)| + Y [G : Staba(x)],

TER*

unde R* = R\ Fiz(a).

Observatie 25. Pentru actiunea prin conjugare a unui grup G pe el insusi, multimea punctelor
fixe este centrul grupului G:

Z(G)={z € Glgz = zg9,V)g € G}.

Daca K este un sistem de reprezentanti ai claselor de conjugare, atunci Z(G) C K. Notam

K=K\ Z(G).

Corolar 26. ecuatia claselor grupului G

Gl =12(A)|+ ) [G: Calx)].

ze*

Definitie 27. Fie p un numar prim. Un grup de ordin p", unde n € N este un numar natural,
se numeste un p—grup.

Observatie 28. Orice subgrup al unui p—grup este de asemenea un p—grup. Indicele oricarui
subgrup al unui p—grup este o putere a lui p.

Propozitie 29. Fie a : G x M — M : (g,x) — g -x o acliune a unui p—grup G pe o
multime finita M. Atunci
|Fiz(a)| = |M|(mod p).

Corolar 30. Daca G este un p—grup, atunci p||Z(G)|. In particular, |Z(G)| > p.

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



¢

Observatie 31. Fie G un grup finit, iar p un numéar prim care divide ordinul |G| al grupului G.
Considerand multimea M = {(z1, 22, ..., ) € GP|r122 ... 2, = 1}, grupul aditiv Z, actioneaza
pe M prin
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a:Zyx M — M: (l%,(l’l,l'g,...,l’p)) > (Tt 1, Tt 2y - -+ s Thp) -

Atunci |[M| = |G]P71, astfel ca p | |Fiz(a)|. Cum (1,1,...,1) € Fiz(a), rezulta ca Fiz(a) =
{(x,x,...,2) € GP|zP = 1} # () si numarul solutiilor ecuatiei 2 = 1 este un multiplu de p.

Corolar 32. (teorema lui Cauchy) Daca G este un grup finit, cu ordinul divizibil prin
numarul prim p, atunci exista in grupul G elemente de ordin p.

Observatie 33. Fiea: G x M — M : (g,z) — ¢ - x o actiune, iar F C G X M multimea

F=A{(g.2) €Gx Ml|g-z=ux}.

Evident,
F = | Stabe(z) x {=} = | J{g} x Fiz(g).
zeM geG
astfel ca
[F| = |Staba(x)| = Y |Fiz(g)|
zeM geG
Prin urmare,
S IFix(g) =Y > [Staba(y)| =D Y |Staba(x)] =
geG z€R yeG - zeR yeG-x
= 371G+ Stabg(x)] - |Stabo(x)] = 3 |G| = [RI[G.
z€ER z€ER

Deoarece |R| reprezinta numarul orbitelor, rezulta ca

Propozitie 34. (lema Cauchy-Frobenius) Daci o : G x M — M : (g,x) —> g - x este o
actiune a unui grup finit G asupra unei mulfims M, atunci numarul n al orbitelor actiunii este

dat de )

geG
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