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Problema 1. Determinaţi toate numerele naturale nenule k pentru care ecuaţia

[x, y]− (x, y) = k(x− y)

nu are soluţii (x, y), x, y ∈ N∗, cu x 6= y.
(S-a notat cu [x, y] şi (x, y) cel mai mic multiplu comun, respectiv cel mai mare
divizor comun al numerelor x, y.)

Soluţie: Vom demonstra că singurul număr natural k pentru care ecuaţia din
enunţ nu are soluţii cu x 6= y este k = 2.
Pentru k = 1 observăm că x = 2, y = 1 verifică ecuaţia.
Fie k ≥ 2. Dacă (x, y) e soluţie a ecuaţiei şi d = (x, y), atunci x = dx′, y = dy′, cu
(x′, y′)=1, iar ecuaţia revine la dx′y′−d=k(dx′−dy′), adică la x′y′−kx′+ky′−1=0.
Această ecuaţie se poate scrie (x′ + k)(y′ − k) = 1− k2.
Ea este verificată dacă alegem x′, y′ astfel ı̂ncât x′ + k = k2 − 1 şi y′ − k = −1.
Cum x′ = ky′ − 1, se vede uşor că (x′, y′) = 1. Alegând d = 1 găsim soluţia
(x, y) = (k2 − k − 1, k − 1).
Dacă k > 2, soluţia găsită satisface şi condiţia x 6= y, deci niciun k > 2 nu are
proprietatea cerută ı̂n enunţ.
Pentru k = 2 ecuaţia nu are soluţii cu x 6= y. În cazul k = 2, ea revine la
(x′ + 2)(y′ − 2) = −3. Dar x′ + 2 > 0 implică y′ − 2 < 0, deci y′ = 1. Rezultă
x′ = 1, adică singurele soluţii ale ecuaţiei pentru k = 2 sunt cele cu x = y.
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