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PROBLEME
PENTRU ETAPA JUDETEANA

ABSTRACT. In vederea participarii cu succes la concursurile gcolare
prezentam cateva probleme de concurs insotite de rezolvari si comentarii.

Lectia se adreseaza clasei a VI-a

Autor: Ton Cicu, Profesor, Scoala nr. 96, Bucuregti

Problema 1: Aflati numerele naturale a si b stiind c& cel mai mic
multiplu comun al lor este de 12 ori mai mare decat cel mai mare divizor
comun al lor si ca 6a + b = 330.

Etapa pe municipiu, Bucuresti, 2002

Solutie: Fie d = (a,b) cel mai mare divizor comun si m = [a,b] cel
mai mic multiplu comun al numerelor a i b.

Din enunt avem m = 12d. (*)

Se gtie, de asemenea ca md = ab, de unde m = %b. (**)

Din cele doua relatii deducem ab = 12d sau ab = 12d2. (***)

Acum, d = (a,b) implicd a = dz, b =dy si (z,y) = 1.

Inlocuind in (***) obtinem d2zy = 12d2, de unde zy = 12.

Cum (z,y) = 1 distingem cazurile z = 1,y = 12; . = 3,y = 4; x =
12,y=1six =4,y =3.

Pentru x = 1,y = 12 avem a = d,b = 12d i inlocuind in 6a + b = 330
obtinem 18d = 330 care nu are solutie naturala.

Pentru x = 3,y = 4 avem a = 3d,b = 4d si inlocuind in 6a + b = 330
obtinem 22d = 330 care are solutia d = 15, de unde a = 45 gi b = 60.

Pentru x = 12,y = 1 avem a = 12d,b = d &i inlocuind in 6a + b = 330
obtinem 73d = 330 care nu are solutie naturala.

In sfarsit, pentru @ = 4,y = 3 avem a = 4d,b = 3d si inlocuind in
6a + b = 330 obtinem 27d = 330 care nu are solutie naturala.

In concluzie a = 45 si b = 60.
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Problema 2: Fie numerele naturale a, b, ¢ astfel incat

a+b_b+c_c+a
be  ca  ab

Demonstrati cd a = b =c.
Etapa pe municipiu, Bucuresti, 2002

Solutie: Este evident ca a, b, ¢ sunt numere naturale nenule.

b b
a—+ _ +C:C+a:pdeducem

D
™ e ca ab
a+b=pbe (1)
b+ c=pca (2)
¢+ a = pab (3).

Scazand (2) din (1), (3) din (2) si (3) din (1) obtinem

Acum sa presupunem ca a, b, ¢ nu sunt toate egale.
Putem avea numai doud egale (alegem a = b # c fard a pierde din

generalitatea problemei) sau toate diferite.
Dacid a = b, din (5) rezultd ¢ — b = 0, de unde ¢ = b, contradictie.
Daca toate sunt diferite, fird a restringe generalitatea, putem pre-

supune a < b < c.
In aceste conditii @ — ¢ < 0 §i b—a > 0 ceea ce presupune ci in relatia
(4) membrul stang este negativ, iar membrul drept este pozitiv; contradictie.

Cum pentru a = b = crelatia din enunt, este verificata rezulta ci singura

varianta posibild este a = b = c.
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Problema 3: Fie triunghiul ABC cu AB = 3 cm. Mediatoarea seg-
mentului AB intersecteaza dreapta BC' in punctul D astfel incat BD = %-BC’
i AC =4-AD. Stiind c& raportul perimetrelor triunghiurilor ADC si ABC
este - calculati lungimea segmentului AD.

Etapa pe municipiu, Bucuresti, 2000

Solutie: Pentru rezolvarea problemei vom folosi urméatorul rezultat:

Daca M este un punct pe mediatoarea lui [AB], atunci [M A] = [M B].

Deoarece mediatoarea segmentului AB trebuie sa intersecteze dreapta
BC vom distinge doua cazuri, aga cum se vede in imaginea de mai jos.

Fig 1

Dacd D apartine mediatoarei segmentului AB, atunci [AD] = [DB].

Notand AD = z rezultda BD = x si avem BC = 5z (din BD = % -BC)
si AC =4z (din AC =4-AD).

Pentru Fig 1 avem CD = 4x §i PAapc = 9z, iar Paapc = 92 + 3.

Atunci, din Paapc = 6 obtinem oz = 9, de unde x = 2.

Paape 7 92 +3 7
Deci AD = 2 cm.

Pentru Fig 2 avem CD = 6z, AC = 4x si AD = z. Dar acest lucru

nu este posibil deoarece nu se respectd inegalitatea triunghiului (AC' + AD <
CD). Ramane asadar, AD = 2 cm.

Problema 4: Determinati cea mai mare fractie astfel incat impartind
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4 34 48 . N . C .
ﬁ; E; a prin aceasta fractie obtin caturi respectiv naturale.

Viorel Chinan

fractiile

. .oa . .. 1o
Solutie: Fie 7 cea mai mare fractie ireductibila pentru care

24 a 24 b 34 a 34 )b 48

— = —— ==L, ===,
a

cu x, ¥, z numere naturale nenule.
Cum a gi b sunt prime intre ele rezultd ca a trebuie sa divida pe 24, 34
si 48, iar b trebuie si se divida cu 11, 13 si 7.

Din conditia ca % sa fie cea mai mare avem
a=(24,34,48) si b = [11,13,7]

In concluzie a = 2 si b = 1001, agadar fractia este

1001°

Problema 5: Determinati toate numerele de forma abcd cu propri-
etatea ca

ab - cd divide abed (a # 0, ¢ # 0)

Cristian Mangra

Solutie: Daci ab - cd divide abed, atunci existd k numér natural nenul
astfel incat
abed =k - ab - cd,
de unde - o
100-ab+cd=Fk-ab-cd
sau -
100 - ab = cd(k - ab —1).

Cum k - ab — 1 nu divide pe ab rezulta k - ab — 1 divide 100.
Avem agadar k- ab — 1 € {10, 20, 25,50, 100}.
Singurele cazuri favorabile sunt:

k-ab—1=25,
de unde o
ab=13
si atunci
abed = 1352
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si
k-ab—1 =50,
de unde
ab =17
si atunci
abed = 1734.

Problema 6: Fie p € N* un numar prim, p ¢ {2,5}. Aratati ca
existd un numar natural n € N* astfel incat numérul p”, scris in baza 10, are
ultimele trei cifre 001.

Gazeta Matematica

Solutie: Si observam c& existd o infinitate de numere naturale de
forma p' cu ¢ numir natural nenul.

Fiind o infinitate, evident existd doud astfel de numere care impartite
la 1000 sa dea acelagi rest.

Fie k i m, (k > m) astfel incat p* si p™ dau acelasi rest la impartirea
cu 1000.

Atunci,

1000 divide p* — p™ sau 1000 divide p™ (pF~™ —1)..
Cum 1000 nu divide p™, rezulta 1000 divide p*~™ — 1, deci
pF~™ — 1 =1000a

Sau
PP =1000a + 1.

Evident

k—m

P = aias....a5001

si atunci existd n = k — m care sd indeplineasca cerinta din enunt,.
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Problema 7: Se considera triunghiul echilateral ABC avand lungimea
unei laturi de a cm. Notam cu E simetricul lui B fata de C' gi cu F' simetricul
lui C fata de B.

Daca AL L BC,BM 1 AF,CN 1 AE,L € (BC),M € (AF),N €
(AE), atunci:

a) [AF]| = [AF]

b) Dreptele BM,CN si AL sunt concurente

c¢) Stiind c& BM + MN + NC = 100 cm, si se determine a.

Constantin Nita Cristi

Solutie:

a) In AAFB gi AAEC avem [AB] = [AC] (din ipotezi); [BF] = [CFE]
(ambele sunt congruente cu [BC]); ABF = ACE (fiecare are cate 120°). De
aici, conform cazului L.U.L. rezultda AAFB = AAEC, de unde [AF] = [AE].

b) Vom folosi urmaitoarele rezultate:

Intr-un triunghi isoscel inaltimea din varf este si bisectoare.

Un punct apartine bisectoarer unui unght daca st numai dacd este egal
departat de laturile unghiulus.

Avem AABF este isoscel ([AB] = [BF]) si BM este inaltime, agadar
BM este bisectoarea unghiului ABF'.

Cum ABF si OBR sunt unghiuri opuse la varf deducem cad BM este
bisectoare gi pentru unghiul CBR.

Analog C'N este bisectoarea unghiului BC'P.

Fie {T} = MBN NC.

Daca T apartine bisectoarei unghiului C BR avem

dist(T, BR) = dist(T, BC).
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Daca T apartine bisectoarei unghiului BC'P avem

dist(T,CP) = dist(T,CB).
Din cele doua relatii deducem

dist(T, BR) = dist(T,CP).
Cum BR = AR si CP = AP deducem

dist(T, AR) = dist(T, AP)

ceea ce aratd ca T apartine bisectoarei unghiului BAC), iar aceasta este chiar
AL.

In concluzie, dreptele BM, CN, AL sunt concurente.

c¢) Pentru cd B este mijlocul segmentului F'C gi M este mijlocul seg-
mentului AF (vezi punctul b) deducem cia BM este linie mijlocie in triunghiul

AFC, deci
AC  a
BM = —=—.
2 2

Analog avem NC' linie mijlocie in triunghiul ABFE, agsadar

AB a
ON=—-=3

De asemenea, M N este linie mijlocie in triunghiul AFFE, deci

My =253
2 2

Cu acestea avem

a 3a a b5a
BM+MN+NC—§+?+§—?.

Deci 5
a
— =100
2 b
de unde
a = 40.
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