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Problema 1. Determinaţi numerele naturale nenule a, b, c pentru care

abc + bca + cab = 3abc.

∗ ∗ ∗

Soluţie.
Dacă a, b, c ≥ 2, atunci abc + bca + cab ≥ a4 + b4 + c4 > a3 + b3 + c3 ≥ 3abc (din
inegalitatea mediilor). Aşadar cel puţin unul dintre numere trebuie să fie 1.
Să presupunem că c = 1. Dacă a, b ≥ 3, avem abc + bca + cab ≥ a3 + b3 + 1 >
2ab
√
ab > 3ab, deci ı̂n acest caz nu avem soluţie.

Trebuie atunci ca unul dintre numerele a şi b să fie 1 sau 2. Dacă b = 1, ecuaţia din
enunţ revine la a+2 = 3a, deci a = b = c = 1 este o soluţie a ecuaţiei. Dacă b = 2,
atunci ecuaţia revine la a2 + 2a + 1 = 6a. Rezultă a2 < 6a, deci a < 6. Verificând
valorile rămase, constatăm că numai a = 3 convine. Aşadar soluţiile ecuaţiei sunt
(1, 1, 1), (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) şi (3, 2, 1).
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