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Problema 2 

Demonstrați că dacă o singură muchie a unui tetraedru este strict mai mare decât 1 atunci 

volumul tetraedrului este cel mult 
1

8
.    

 

 

Soluție .  

 

  

 

 

 

Să presupunem că 𝐴𝐶 este singura latură de lungime peste 1.  Fie 𝐴𝑃 ⊥ 𝐵𝐷, 𝐶𝑁 ⊥ 𝐵𝐷, 𝑃,𝑁 ∈

𝐵𝐷, 𝐴𝑀 ⊥ (𝐵𝐶𝐷), 𝑀 ∈ (𝐵𝐶𝐷).   Mai notăm lungimea lui 𝐵𝐷 cu 𝑥 ≤ 1.   Un segment dintre 𝐵𝑃 

și 𝑃𝐷 trebuie să aibă lungimea cel puțin 
𝑥

2
.  Să presupunem, fără a restrânge generalitatea, că 

𝑃𝐷 ≥
𝑥

2
.  În triunghiul 𝐴𝑃𝐷, 𝐴𝑃 = √𝐴𝐷2 − 𝑃𝐷2 ≤ √1 −

𝑥2

4
 .  (Cazul 𝐵𝑃 ≥

𝑥

2
  sau cel în care 

înălțimea ar fi in afara lui 𝐵𝑃 ne conduce la aceeași inegalitate.).  Cu un raționament 

asemănător,  unul dintre segment 𝐵𝑁 și 𝑃𝑁 trebuie să aibă lungimea cel puțin 
𝑥

2
.  Să 

presupunem, fără a restrânge generalitatea, că 𝑁𝐷 ≥
𝑥

2
.  În triunghiul  𝐶𝑁𝐷,                                 

 𝐶𝑁 = √𝐶𝐷2 − 𝑁𝐷2 ≤ √1 −
𝑥2

4
 .  Mai observăm că 𝐴𝑀 ≤ 𝐴𝑃 ≤ √1 −

𝑥2

4
 , fiind perpendiculara 

pe plan.   Atunci 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

3
𝐴𝑀 ∙ 𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

6
𝐴𝑀 ∙ 𝐶𝑁 ∙ 𝐵𝐷 ≤

1

6
𝑥(1 −

𝑥2

4
).   Dacă  

1

6
𝑥(1 −

𝑥2

4
) este 

cel mult 
1

8
 când 𝑥 ∈ (0,1], problema este rezolvată.  

1

6
𝑥 (1 −

𝑥2

4
) ≤

1

8
 se rescrie, după calcule 

elementare, (1 − 𝑥)(3 − 𝑥 − 𝑥 2) ≥ 0, care este adevărată pentru 𝑥 ∈ (0,1]     (𝑥 ≤ 1 ,𝑥 + 𝑥 2 ≤

2 < 3). 
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