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Avem doua cutii cu pietricele. Una contine p pietricele, cealalta q pietricele. Avem
voie sa facem urmatoarele doua feluri de mutari: putem fie sa scoatem cate o
pietricica din fiecare cutie, fie sa triplam numarul de pietricele dintr-una din cutii.
a) Putem goli ambele cutii dupa o succesiune de mutari din cele doua feluri daca
p = 100, ¢ = 2007 Dar daca p = 101, ¢ = 2007

b) Determinati perechile (p,q) de numere naturale nenule pentru care cele doua
cutii pot fi golite printr-o succesiune de mutari.

Concursul KéMalL, prelucrare

Solutia 1.

a) Daca p = 100, ¢ = 200, cutiile pot fi golite astfel: mai intai, de 50 de ori,
scoatem cate o pietricica din ambele cutii. Ajungem la 50 de pietricele in prima
cutie, 150 in cea de-a doua. Triplam acum numarul de pietricele din prima cutie
astfel incat vom avea cate 150 de pietricele in fiecare cutie. In fine, de 150 de ori,
scoatem cate o pietricica din fiecare cutie golind astfel cele doua cutii.

Daca p = 101, ¢ = 200 cutiile nu pot fi golite pentru ca initial, numarul de pietricele
din cele doua cutii sunt doua numere de paritate diferita (101 si 200). Daca la un
moment dat, paritatile numerelor care reprezinta pietricelele din cele doua cutii
sunt diferite, atunci gi dupa efectuarea unei mutari paritatile vor ramane diferite.
Intr-adevir: dacd scoatem cate o pietricica din fiecare cutie schimbam ambele
paritati, deci vom ramane cu o cutie cu un numar par de pietricele si cu cealalta
avand un numar impar de pietricele; daca triplam numarul de pietricele dintr-o
cutie nu modificam paritatea numarului de pietre din niciuna din cutii, deci vom
ramane iaragi cu o cutie cu un numar par de pietricele si cu cealalta avand un
numar impar de pietricele. Deoarece acest fapt ramane invariant pe parcursul
efectuarii diverselor mutari, nu putem ajunge la situatia in care ambele cutii sa fie
goale pentru ca asta ar presupune ca am putea ajunge sa avem un numar par de
pietricele (0 si 0) in cele doua cutii.

b) Argumentul de mai sus este valabil pentru orice pereche (p,q) de numere natu-
rale nenule avand paritati diferite. Asadar aceste perechi nu convin. Ramane sa
studiem perechile (p,q) de numere naturale nenule avand aceeasi paritate. Vom
arata ca in toate aceste situatii putem goli cutiile. Putem presupune p < ¢. Daca
p = q este evident ca putem goli cutiile din p mutari din primul tip. Daca 0 < p < g,
incercam sa facem in cazul general ceea ce am facut in cazul p = 100, ¢ = 200. Ar
trebui sa gasim un z astfel incat 3(p — x) = ¢ — . Atunci, scotand mai intai cate
x pietricele din fiecare cutie, tripland pietricelele din prima cutie, ajungem la cate

q — x pietricele in fiecare cutie, pietricele pe care le putem scoate din ¢ — x mutari.
3p—¢q

Ecuatia de mai sus are solutia x = . Cum 3p gi q au aceeasi paritate, evident

xr este numar intreg. In plus, daca p < ¢ atunci x < p, deci chiar putem scoate
x pietricele din cele doua cutii. Exista insa o problema: este posibil ca x < 0
daca 3p < ¢q. Pentru a surmonta aceasta problema, mai intai triplam de n > 0
ori numarul de pietricele din cutia cu p pietricele pana cand avem in prima cutie
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p' = 3"p pietricele, cu 3"p < ¢ < 3""p. Acum putem scoate un anumit numar,
x > 0, de pietricele din cele doua cutii (repetand de x ori prima mutare), astfel
incat in a doua cutie sa ramana de trei ori mai multe pietricele decat in prima,
adica astfel incat sa avem

3p' —x)=q—u.

3 — A
v =1 € N. In plus, z < p/, deci operatia de

Din ecuatia de mai sus obtinem z =

scoatere a cate unei pietricele din cele doua cutii chiar poate fi repetata de x ori.
Acum triplam numaérul de pietricele din prima cutie (care nu este goala). Obtinem
cate ¢ — x pietricele in cele doua cutii. Repetand de ¢ — x ori primul tip de mutare
reugim sa golim cutiile.

Solutia 2.

Ca mai sus se arata ca daca p, q au paritati diferite atunci nu putem goli cutiile.
Daca p,q au aceeasi paritate, cu p < ¢, scoate cate p — 1 pietricele din fiecare
cutie si ajungem la (1, ¢ —p+ 1). Daca ¢ — p+ 1 = 1 terminam scotand cate o
pietricica din fiecare cutie, daca nu, triplam pietricelele din prima cutie, ajungand
la (3,g —p+1). Scoatem de doua ori cate o pietricica si ajungem la (1, —p —1).
Daca ¢ — p — 1 = 1, scoatem cate o pietricica, daca nu, triplam si scoatem cate
doua ajungénd la (1, ¢ — p — 3), s.a.m.d., pana cand ¢ — p — (2k + 1) devine 1.
Atunci scoatem cate o pietricica gi am terminat.



