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Fie E si respectiv F' mijloacele laturilor [BC] si [C'D] ale unui patrulater convex
ABCD. Segmentele [AE], [AF] si [EF] impart ABC'D in patru triunghiuri ale
caror arii sunt patru numere naturale consecutive.

Aflati aria maxima a triunghiului BAD.

Turneul Oraselor, 2002

Solutie. Fie n, n + 1, n + 2, n + 3 ariile celor patru triunghiuri determinate de
segmentele [AE], [AF] si [EF]. Deoarece E si F' sunt mijloace, avem S[ABE] =
S[ACE] si S[ACF] = S[ADF], de unde S[AECF]| = S[ACE] + S[ACF] =
1 1 1 1 2 3

> SIABC] + 5 SIACD] = - S[ABCD] = nrnt +’;+ R R §

In plus, triunghiurile ACEF i ACBD sunt asemenea, raportul de asemanare
1 1 1 dn + 6
fiind 2 de unde S[CEF] = ZS[C’BD] < ZS[ABCD] _ ot

S|CEF] € {n, n+ 1}. Distingem doua cazuri:
1. Daca S[CEF| = n atunci, din asemanarea de mai sus, S[CBD]| = 4n, de unde
S|BAD] = S[ABCD] — S|[CBD] =4n + 6 — 4n = 6.
2. Daca S[CEF] = n + 1 atunci S[CBD] = 4(n + 1), de unde rezulta ca
S[BAD] = S[ABCD] — S|[CBD] =4n+6 —4n — 4 = 2.
Asadar, in aparenta aria maxima cautata este max{2, 6} = 6. Ins# concluzia este
pripita atata timp cat nu am demonstrat ca primul caz este intr-adevar posibil.
Acest lucru se poate vedea facand efectiv constructia unui patrulater ABC'D pen-
tru care S[BAD] = 6. lata constructia:
Observam ca ar trebui sa construim un patrulater AECF astfel ca S[CEF] = n,
S[AEF| =n+ 3, S[AEC] = n+ 1 i SJAFC| = n + 2. Apoi punctele B, D vor
fi simetricele lui C' fata de E, respectiv F. Daca notam {O} = AC' N EF, trebuie
AO_TH—S.EO_n—i—lOV 1 chi ! di 1
a O~ n S1 FO nt2 sa construim chiar un patrulater ortodiagona
cu aceste proprietati. Consideram doua drepte perpendiculare care se taie intr-
un punct O. Pe prima dreapta consideram punctele A gi C' astfel ca O € (AC),
AO = (n+ 3)z, CO = nx, cu x ce va fi ales convenabil in cele ce urmeaza. Pe
cealalta dreapta consideram punctele F gi F astfel ca O € (EF), EO = (n+ 1)z si
FO = (n+ 2)z. Un calcul simplu arata ca pentru a obtine ariile dorite trebuie sa

. Deducem ca

C

2
alegem z = T3 Asadar se poate construi un patrulater ABC'D in care ariile
n
triunghiurilor CEF, ABE, ADF, AEF sunt patru numere naturale consecutive
si S[BAD] = 6, prin urmare valoarea 6 chiar se poate obtine si, dupa cum am

vazut mai sus, aceasta valoare este cea mai mare valoare posibila.
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