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Simediane

Tn continuare, vom demonstra multe proprietati frumoase specifice simedianelor care se
vor dovedi utile in rezolvarea problemelor de olimpiada si vom stabili legaturi Tntre diferite
centre ale triunghiurilor.

VVom incepe cu un rezultat bine cunoscut legat de semidreptele izogonale in general.
1. ( Teorema lui Steiner ) Daca AD si AE sunt ceviene izogonale in triunghiul ABC, atunci
are loc egalitatea:
DB EB _ AB®
pc EC ac?
Demonstratie: Avem ca
DB [ABD] _ AB sinDAB . EB [ABE] _ AB sinEAB

DC ~ [ACD] ~ AC sinDAC® EC  [ACE] _ AC sinEAC'
De aici, tinand cont de faptul ca ZDAB=2EAC si ZDAC=2£EAB, inmultind cele doua
relatii anterioare, obtinem ca
DB EB _ AB?
DC EC  Ac?’

adica ceea ce ne-am propus.

/IReciproca teoremei lui Steiner este, de asemenea,
adevarata si o 1ld3sdm ca exercitiu cititorului.

l.a.  Din 1. deducem ca: In triunghiul ABC cu X pe
latura BC, avem ca

X5 _ ab?
. . XC - ACZ -1 - - - -
daca si numai daca AX este A-simediana triunghiului

ABC.

Aceasta reprezinta probabil cea mai importanta proprietate care caracterizeaza simediana
dusa din varful A intr-un triunghi.

2. Fie X punctul de intersectie al tangentelor duse din B si C la cercul circumscris
triunghiului ABC. Atunci AX coincide cu simediana triunghiului ABC.

Acesta constituie unul dintre cele mai frumoase rezultate despre simediand, de asemenea
si foarte folositor.

Demonstratie: Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si consideram P si Q
intersectiile dreptelor AB si AC cu cercul de centru X si razd XB.

Observam ca:
<PBQ = «BQC + «BAC =
XB si, deci, trece prin X.

£BDC+2BOC . . . .
———— =90°, deci PQ este diametru in cercul de centru X si raza
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2ABC = 2AQP si £ACB = £APQ, obtinem ca
AABC~AAQP. Daca M este mijlocul lui BC, atunci punctele
M si X sunt corespunzatoare in triunghiurile asemenea ABC
si AQP, de unde 2BAM = £QAX, adica AX este simediana
triunghiului ABC.

2.a. Observam o consecintd draguta:

Daca notam cu D, E, F punctele de contact ale cercului inscris cu laturile BC, CA, AB ale
triunghiului ABC, atunci punctul simedian/punctul lui Lemoine al triunghiului DEF (
intersectia simedianelor triunghiului DEF ) este punctul lui Gergonne al triunghiului ABC (
intersectia dreptelor AD, BE si CF).

Consecinta 2.a. ( Mathematical Reflections ) Fie D, E si F punctele de tangenta ale cercului
inscris in triunghiul ABC cu laturile BC, CA si respectiv AB. Atunci, triunghiul ABC este
echilateral daca si numai dacd centrele de greutate al triunghiurilor DEF si ABC sunt puncte
izogonal conjugate in functie de triunghiul DEF.

Demonstratie: Este evident ca, daca triunghiul ABC este echilateral, atunci centrele de
greutate ale triunghiurilor ABC si DEF coincid cu centrul Tnscris al triunghiului DEF, deci, ca
urmare, sunt si izogonal conjugate. Reciproc, din 2.a. , avem ca AD, BE si CF sunt simedianele
varfurilor corespunzatoare varfurilor D, E, F in triunghiul DEF, deci punctul simedian al
triunghiului DEF coincide cu punctul lui Gergonne al triunghiului ABC. Punctul simedian al
triunghiului DEF este punctul izogonal conjugat centrului de greutate al triunghiului DEF, deci
deducem ca centrul de greutate al triunghiului ABC coincide cu punctul lui Gergonne al
triunghiului ABC, ceea ce asigura faptul ca triunghiul ABC este echilateral.

3. Fie triunghiul ABC si punctele Y si Z variabile pe (AB si respectiv (AC astfel incat YZ
este antiparalela la BC. Atunci locul geometric al punctelor M = mijlocul segmentului (YZ) este
A-simediana triunghiului ABC.

Demonstratie: Fie X intersectia dintre AM si BC. Din 1.a. este

. XB  AB? -
ca —=—.Avemca

A
XC ~ Ac? Z
XB _ [AXB] _ AB sinXAB _ AB sinMaY Y|4
XC ~ [AXC]  AC sinXAC ~ AC sinMAZ'
De asemenea \
1 =M _ lamy] _ av sinmay C
T Mz~ [AMZ] ~ AZ sinMAZ ' '

deci



sin MAY _ AZ _ AB

sinMAZ ~ AY  AC
unde ultima egalitate are loc intrucat AABC~AAZY.

Concluzionam deci ca

XB _ AB?

xc  ac?’
care reprezinta finalul directei.

Reciproca: pentru orice punct M’ de pe A-simediana triunghiului ABC, transand Y’Z’
antiparalela la BC prin punctul respectiv, din faptul ca mijlocul lui Y’Z’ se afla pe A-simediana,
deducem ca M’ este mijlocul lui (Y’Z’).

Demonstratia este deci incheiata.

O consecintd foarte dragutd o constituie urmatorul rezultat care ii apartine lui Lemoine.

Consecintia 3.  Fie K punctul simedian al triunghiului ABC si x,y si z antiparalele duse prin K
la BC, CA si respectiv AB. Punctele determinate de x, y si z cu
laturile triunghiului ABC se afld pe un cerc cunoscut ca primul
cerc al lui Lemoine.

Demonstratie: Fie Xp si X intersectiile lui x cu CA,
respectiv AB. Similar, fie Y. si Y, intersectiile lui y cu AB, BC
si Z,, Zy, intersectiile lui z cu BC, CA. Din 3. , cunoastem ca
KXp = KX, KY. = KY,, KZ; = KZ,. Mai mult de atat, din
moment ce y si z sunt antiparalele, avem ca £KZ.Ya = £KYaZa
= £A. Asadar, KYa = KZ, = KY. = KZy. De asemenea, putem
proceda analog pentru a demonstra ca triunghiurile A
KXpZp si A KYZ., deci putem concluziona ca KZ, = KY, =
KXy = KZ, = KY, = KX, deci obtinem ca Xp, X, Ye¢, Ya Za Zp
se afld pe acelasi cerc de centru K. Aceasta completeaza
demonstratia.

4, Fie ABC un triunghi si X un punct pe latura BC. Evident, pentru orice punct de pe AX
avem
d(P,AB) _ d(X,AB)
d(P,AC)  d(X,AC)’
Acum, dorim sd@ demonstrdm urmatoarea proprietate:
Pentru orice punct P de pe AX avem ca
d(P,AB) _ d(X,AB) _ AB
d(P,AC) _ d(X,AC) _ AC
daca si numai daca AX este A-simediana triunghiului ABC.

. . . . s . . . . XB _ AB?
Demonstratie: AX este A-simediana triunghiului ABC daca si numai daca = acz
. AB sin XAB
echivalent cu — = = .
AC sin XAC

Insa pentru orice punct P de pe AX stim ci
d(P,AB) _ d(X,AB) _ sinXAB
d(P,AC)  d(X,AC) sinXAC '
Asadar, ajungem imediat la concluzia ca
d(P,AB) _ d(X,AB) _ AB
d(P,AC) ~ d(X,AC)  AC '
daca si numai daca AX este A-simediana triunghiului ABC.




Consecinta 4. Punctul simedian K al triunghiului ABC este singurul punct din planul
triunghiului care este centrul de greutate al propriului triunghi pedal.
Demonstratie: Pentru demonstratia directei, fie D, E si F proiectiile lui K pe laturile
BC, CA, respectiv AB si notdm cu X intersectia lui DK cu EF. Ne propunem sa demonstram ca
X este mijlocul lui EF si procedand analog pentru EY si FZ putem concluziona ca K este centrul
de greutate al triunghiului DEF. Stim ca
XE _ [KXE]l _ KE sinXKE
XF _ [KXF] _ KF SInXKF'
Evident ca K se afla pe A-simediana, deci din 4.
KE _ d(K.AC) _ AC
KF _ d(K,AB) AB'
Mai mult de atat, ZXKE = 2£C si 2£XKF = £B, din moment ce patrulaterele KDCE si
KFBD sunt inscriptibile, de unde
% = % - 22; = 1. ( teorema sinusurilor pentru triunghiul ABC )
Asadar, X este mijlocul lui EF, cee ace constituie finalul demonstratiei directe.
Pentru reciproca, stim ca punctul K cu proiectiile D, E, F pe laturile triunghiului ABC
are proprietatea ca

KE _ KE sinXKE

. 1:KF_KF sinXKF '
Insa £XKE = £C si £XKF = £B, deci
KE _ AC
KF ~ AB'

ceea ce asigura faptul ca K se afla pe A-simediana triunghiului ABC si analog se afla pe
simedianele din B si C, deci este punctul simedian al triunghiului ABC.

A

Aplicatie 1. ( BMO 2009 ) Fie MN o dreapta paralela la BC in triunghiul ABC, cu M pe
latura AB si N pe AC. Fie P intersectia dintre BN si CM. Cercurile circumscrise triunghiurilor
BMP si CNP se intersecteaza in punctele distincte P si Q. Sa se arate ca ZBAQ = 2CAP.
Demonstratie: Considerand T intersectia dintre AP si BC, putem aplica teorema lui
Ceva pentru cevienele AT, BN si CM concurente in P, obtinand, din Thales, cd T este mijlocul
laturii (BC). Asadar, AP este A-mediana triunghiului ABC, asa ca este suficient sa demonstram
ca AQ este A-simediana triunghiului ABC. Din moment ce QBMP si QCNP sunt inscrpitiblie,



avem ca £QBM = 2QPC = 2QNC si 2QMB = 2QPB = 2QCN, deci A QBM ~ A QNC.
Totodata, MN || BC, deci

d(QAB) _ BM _ AB

d(Q;AC) CN _ AC’
fapt care din 4. implica faptul ca AQ este A-simediana triunghiului ABC, ceea ce ne-am propus.

A

Aplicatie 2. ( ONM Polonia 2000 ) Fie ABC cu AC = BC si P un punct in interiorul
triunghiului astfel incdt ZPAB = £PBC. Daca M este mijlocul lui AB, atunci ZAPM + £BPC =
180 °.

C

Demonstratie: Fie w cercul circumscris triunghiului PAB. Din
moment ce 2PAB = 2PBC avem ca BC este tangentad la w. Tinand cont ca
BC = AC, obtinem ca si CA este tangentd la w . Fie Q intersectia dintre CP si
w. Din 2., PQ este P-simediana in triunghiul PAB, asadar ZAPM + £BPC =
£BPQ + «BPC = 180°.

Problemi propusi 1. ( Ucraina 2000 ) In triunghiul ABC, punctele M si N
sunt mijloacele laturilor (BC), respectiv (CA). Punctul P este interior triunghiului, astfel Tncat
£BAP = £PCA = £MAC. Aratati ca £PNA = ZAMB.

Problema propusa 2.  Fie triunghiul ABC si punctul I, centrul cercului sau inscris. Daca U este
mijlocul arcului BAC al cercului circumscris triunghiului ABC, aratati ca [U este simediand a
triunghiului IBC.

Problema propusa 3. Punctele C, D, M si A sunt situate pe dreapta 1, in aceasta ordine, astfel
incat CM = MD. Cercul w este tangent la dreapta | in punctul A. Fie B punctul diametral opus lui



A n w. Daca dreptele BC si BD intersecteaza a doua oara cercul w 1in punctele P si respectiv Q,
aratati ca dreptele tangente la cercul w in punctele P si Q si dreapta BM sunt concurente.

Problema propusa 4. ( Dinu Serbanescu, Mathematical Reflections ) Fie ABCD un patrulater
convex, astfel Tncat BC =CD si 2 - A + £C = 180°. Daca punctul M este mijlocul segmentului
BD, aratati cd ZMAD = £BAC.
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