
Clasa a XI-a - solut
,
ii

Problema 1. Fie A,B matrice de ordin 3, cu elemente numere reale, astfel
încât | det(A+ xB)| 6 1, pentru orice num r complex x de modul 1.

Ar tat
,
i c  | detA| 6 1.

Soluµie. Determinantul det(A+xB) := f(x) este o funct
,
ie polinomial  de forma

f(x) = a+ bx+ cx2 + dx3, cu a = f(0) = detA. Observ m c 

|4a| = |f(1) + f(−1) + f(i) + f(−i)| 6 4,

de unde rezult  imediat concluzia.

Problema 2. Fie (an)n>1 un s
,
ir de numere reale strict pozitive astfel încât

lim
n→∞

an+1

an
= α > 1. Ar tat

,
i c  s

,
irul (bn)n>1 dat de bn = a1+a2+···+an+1

an
are o limit 

`. Care este valoarea minim  a lui ` ?

Soluµie. Din ipotez  rezult  c  s
,
irul an este strict cresc tor de la un rang încolo,

deci are o limit  λ > 0. Dac  λ ar � num r real, atunci am obt
,
ine contradict

,
ia

an+1

an
→ λ

λ
= 1 6= α, deci λ = +∞.

Fie sn = a1 + a2 + · · ·+ an+1. Avem

sn+1 − sn
an+1 − an

=
an+2

an+1 − an
=

1
an+1

an+2
− an

an+1

an+1

an+2

→ 1
1
α
− 1

α2

=
α2

α− 1
.

Din cele de mai sus reiese, conform teoremei Stolz-Cesaro, c  s
,
irul bn are limita

α2/(α− 1) > 4.
Cum valoarea 4 se atinge pentru α = 2 (obt

,
inut , de exemplu, pentru (an)n>1

progresie geometric  de rat
,
ie 2), reiese c  valoarea minim  a lui ` este 4.

Problema 3. Fie f : [0, 1] → [0, 1] o funct
,
ie continu  s

,
i (an)n>1 un s

,
ir dat de

a1 ∈ [0, 1], an+1 = f(an) pentru n > 1.
a) Ar tat

,
i c , dac  (an+1−an)→ 0 s

,
i α < β sunt dou  puncte limit  ale s

,
irului

(an)n>1, atunci f(x) = x pentru orice x ∈ [α, β].
b) Deducet

,
i c  s

,
irul (an)n>1 este convergent dac  s, i numai dac  lim

n→∞
(an+1−an) =

0.

Solut
,
ie. a) Fie (ajn)n>1 → α un subs

,
ir al s

,
irului (an)n>1. Atunci ajn+1 =

f(ajn)→ f(α), iar ipoteza ajn+1 − ajn → 0 duce la f(α) = α.
Analog, folosind un subs

,
ir akn → β, obt

,
inem f(β) = β. S  observ m s

,
i c 

putem alege indicii astfel încât jn < kn < jn+1.
Fie acum x ∈ (α, β). Avem ajn < x < akn pentru n > n0. Pentru �ecare n > n0,

�e in cel mai mic indice i pentru care jn 6 i < kn s
,
i ai < x 6 ai+1 (exist  cel

put
,
in un astfel de indice). Din ain 6 x < ain+1 s

,
i ain+1 − ain → 0 rezult  ain → x

s
,
i apoi, ca mai sus, f(x) = x.
b) Implicat

,
ia �⇒� este evident .

Pentru reciproc , rat
,
ion m prin reducere la absurd. Într-adev r, dac  presupu-

nem c  (an)n>1 are dou  puncte limit  α < β, atunci alegem x ∈ (α, β). Ca mai
sus, deducem c  exist  un subs

,
ir ain → x, deci exist  i astfel încât ai ∈ [α, β]. Dar

atunci an = ai pentru n > i, deci an → ai � contradict
,
ie.
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