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Descompunerea unei permutari in cicluri disjuncte

Lect.dr. M.Chig

Universitatea de Vest din Timigoara

Viitori Olimpici editia a 8-a, etapa I, clasa a XI-a

Vom considera pentru un n € N* oarecare grupul simetric S, al tuturor permutarilor multimii {1,2,...,n}, numite si
permutari de grad n, cu iInmultirea datd de compunerea permutéarilor.

Definitie 1. O permutare o € S,, se numeste permutare ciclicd sau ciclu daca existd elemente i1, 12, ...,% € {1,2,...,n}
cu proprietatea ca o (ix) = ig41, (V)k = 1,1, unde 4,41 = 41, iar o(j) = j, (V)j & {i1,42,...,4}. Vom nota cu (i1, i2,...,4)
aceasta permutare ciclica, iar numarul [ se va numi lungimea cicluluz.

Observatie 2. Evident, daca | = 1, atunci (i1) = id, permutarea identici. Scrierea unui ciclu de lungime [ > 2 nu
este unica, deoarece (i1,12,...,%) = (45,841, --,9,01,...,%-1), (V)j € 2,{. Abstractie facind insa de alegerea primului
element, ordinea succesiva a elementelor determiné ciclul in mod unic.

Definitie 3. Ordinul unei permutdari o € Sy, pe care il vom nota ord(c), este cel mai mic numar m € N*, cu proprietatea
ca o™ =id.

Observatie 4. Are loc urmatoarea caracterizare a ordinului unei permutéri:
ord(c) =m <= [0 = id <= mlt].

Propozitie 5. Dacd ord(c) = m, atunci ord(c*) = o (Vk € Z.

Demonstratie. Avem echivalentele (o%)! = id <= m|kt <= ﬁ“m—kmt = %\t De aici rezulta afirmatia din
enunt. O

Observatie 6. Daci ¢ = (iy,42,...,4;) este un ciclu de lungime I, atunci c*(i;) = ij4x, (V)7 = 1,I(indicii fiind calculati
modulo ). Obtinem ca ¢ = id, iar ¢ # id, (V)1 < k < 1. Astfel, ord(c) = I.

Notatie 7. Pentru o permutare o € S, vom nota cu F (o) = {i € {1,2,...,n}|o(¢) = i} multimea punctelor fixe ale lui
o, respectiv cu M (o) = {i € {1,2,...,n}|o(i) # i} multimea punctelor "migcate” de permutarea o.

Observatie 8. Pentru orice permutari «, 8 € S, avem ca F(a) N F(8) C F(ap).
Definitie 9. Doud permutari «, 3 € S,, se numesc disjuncte dacd M () N M (3) = 0.

Observatie 10. Conditia ca doud permutari o, 8 € S, sa fie disjuncte se poate exprima echivalent i prin M(«) C
F(B)(sau, prin simetrie, M(8) C F(«)).

Propozitie 11. Oricare doud permutari disjuncte o, 8 € S, comutd, i.e. verificd egalitatea oS = Ba.

Demonstratie. Daca a, 8 € S, sunt disjuncte, atunci pentru orice ¢ € M () rezulta ca (i) € M(8) C F(«) si obtinem
ca

i , daca i € F(a) N F(B)
af(i) =4 pB(i) , dacaie M(p) = Ba(i), (V)i {1,2,...,n}.
i) , dacai e M(«a)
O
Corolar 12. Daca permutarile oy, as,...,ar € S, sunt disjuncte doua cate doua, produsul lor nu depinde de ordinea

factorilor.
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Propozitie 13. Orice permutare se poate scrie in mod unic ca produs de cicluri disjuncte.

Demonstratie. Fie o0 € S,, o permutare oarecare. Pentru orice i € {1,2,...,n} exista un cel mai mic I; € N*, astfel incéat
oli(i) = i. Pentruorice,j € {1,2,...,n} ciclurile (unic determinate) (i, (), 02(i), ..., "1 (i) si (j,0(), 02(4), ..., ~1(j))
sunt atunci fie egale, fie disjuncte. Produsul tuturor acestor cicluri, considerat fiecare o singura data, este atunci exact

permutarea o. O

Propozitie 14. Dacd 0 = cico ... ¢, este descompunerea unei permutari o € S, in cicluri disjuncte, ordinul sau este dat
de ord(o) = [l(c1),l(ca), ..., l(ck)]

Demonstratie. Deoarece ciclurile disjuncte comuté, avem ca o™ = ¢f*c5" ... ¢} si obtinem ca o' = id < C;— =id,(V)j =
Lk <= l(c;)lt,(V)j =1,k <> [l(c1),l(c2),...,l(ck)]|t. Echivalenta arata ca ord(c) = [I(c1),1(c2),...,l(ck)]- O

Propozitie 15. Dacd c este un ciclu de lungime 1, iar k € Z este prim cu l, atunci ¢* este de asemenea un ciclu de
lungime 1.

Demonstratie. Fie ¢ = (i1,142,...,4). Cum (k,I) = 1, pentru orice 1 < j < [ existd u € Z astfel incdt ku = j(mod ).
Rezultd ci (cF)%(iy) = izyj, (V)t = 1,1, astfel ca elementele iy, 42, ..., fac parte dintr-un acelasi ciclu al permutarii c*.
Cum F(c) C F(c*), rezultd afirmatia din enunt. O

Propozitie 16. Dacd c este un ciclu de lungime 1, iar d € N este un divizor al lui l, atunci c¢* se descompune intr-un

produs de d cicluri disjuncte de lungime 5

Demonstratie. Daca ¢ = (iy, s, ...,%), pentru orice j = 1,1 gi orice 1 < k < é avem ca (cd)k(ij) — i, pa. Rezultd ci
d
= H(ija Titd, bj2ds - Ljti—d)-
j=1
O

Propozitie 17. Dacd c este un ciclu de lungime l, iar k € Z are proprietatea cd (I,k) = d, atunci c* se decompune in d

. ]
cicluri de lungime .

Demonstratie. Fie [y € Ngi ky € Z, astfel incat [ =d-1; §i k =d- k. Avem atunci ca (I1,k1) =1, ¢4 este un produs

de d cicluri disjuncte de lungime [; si rezulta ca c® = (¢?)** este un produs de d cicluri de lungime ;. O
Propozitie 18. Dacd ¢ = (41,12, ...,1) $i @ sunt doud permutdri de grad n, atunci
a-c-a” = (alir), aliz),. .. ali)).

Demonstratie. Pentru orice k¥ = 1,1 avem ci (a - c-a V)(a(iy)) = ( (ix)) = aligs+1). De asemenea, pentru orice
j e {1,2,...,n}\ {i1, iz, ..., 3} avem (a-c-a 1) (a(j )) = a(c(j) a(y). Deducem astfel egalitata din enuntul
propozitiei. O
Observatie 19. Daca o, « € S,, sunt permutéari de grad n, iar o se descompune in produs de cicluri disjuncte sub forma
0 = cicy...cp, rezultd cd aca”! = acia” - acsa”! - . acyaT!. Astfel, formula din propozitia de mai sus permite

calculul conjugatei unei permutari o printr-o permutare af(i.e., al produsului aoa™!).

Propozitie 20. Un ciclu ¢ = (iy,i2,...,4;) se poate descompune in produs de transpozitii(=cicluri de lungime 2) sub
forma Cc = (ilail)(ilail—l) e (il, ig)(il,ig).

Demonstratie. Notand ¢y = (i1,4x) pentru k = 2,1, avem ca

tltl—l . .tgtg(il) = tltl—l N .tg(ig) = i27
tltl—l . tgtg(ik) = tltl—l AN .tk+1tk(ik) = tltl—l ‘e tk+1(i1)tltl_1 ‘e tk+2(ik+1) = ik+1 , (V)k = ﬂ, respectiv
titi1 .. t3ta(d) =3, (V)i €{1,2,...,n}\ {i1,iz,..., 01}

Rezulta ca tltl—l [P t3t2 = (il, ig, .o ,il) =C.
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Corolar 21. Orice permutare se descompune in produs de transpozitii.

Observatie 22. Au loc identitéatile:
(a7i27'"7ik)(bajla"'ajl)(a7b) = (a7j17'"7jl7b7ila"'aik)
(avjlv'”vjlvbaila"';ik)(avb) = (avi27"'7ik)(b7j11"'7jl)a

astfel ca iInmultind o permutare o cu o transpozitie 7, numarul ciclurilor disjuncte ale lui o7 diferad de cel al lui o cu exact
unul.

Corolar 23. Dacd o € S, se descompune in exact k cicluri disjuncte, atunci numdrul mnim de transpozi{ii in care se
descompune o este n — k.

Definitie 24. O inversiune a unei permutiri o € S, este o pereche (i,5) € {1,2,...,n}? cu proprietatea ci i < j si
(i) > a(j). Notand cu inv(a) numarul inversiunii permudrii «, signatura permutdrii o este

Sgn(a) — (_1)1‘711)((1).

O permutare se numeste para daca are un numar par de inversiuni si deci sinatura 41, respectiv impara daca numarul
inversiunilor sale este impar, iar signatura —1.

Observatie 25. Orice transpozitie are un numar impar de inversiuni. fntr—adevér, daca t = (4,]) este o transpozitie,
cu ¢ < j, atunci inversiunile permutarii ¢ sunt date de perechea (i,5) si toate perechile de forma (i, k) si (k,j), unde
i < k < j. Numarul acestora este 1+ 2(j — i — 1), deci impar. In consecinta, orice transpozitie este o permutare impara
gl are signatura —1.

Observatie 26. Direct din definitie rezulta ca

sgn(a) = H
{1,2,...,n

{i.5}C

(i) — a(j)
y T
Propozitie 27. Pentru orice o, B € Sy, are loc egalitatea sgn(af) = sgn(a) - sgn(B).

Demonstratie. Tinand cont de observatia de mai sus, precum si de faptul c& pentru bijectia 8, atunci cand submultimile
{4,j} parcurg toate submultimile cu 2 elemente ale lui [1,n] NN gi {5(4),3(j)} vor parcurge toate aceste submultimi,

avem ca
B(i) — aB()) aB(i) —aB(j) Bi) — B3)
sgn(ap) = H Bl O AV H - ~ - — =
{i,5}C{1,2,...n} L= {i,5}C{1,2,....n} B) = B() L
B(i) — aB(4) Bi) — B()
= H af : H - =
{3,53C{1,2,....,n} Bi) = B() {i,j3C{1,2,...n} L=
{k,1}C{1,2,...,n} {i,7}C{1,2,...,n}

Corolar 28. Produsul a doua permutari pare este o permutare para.

Corolar 29. Paritatea unei permutari este data de numarul de transpozitii dintr-o descompunere a permutéarii in produs
de transpozitii.

Corolar 30. Un ciclu ¢ de lungime I(c) = [ este permutare para daca si numai daca [ este un numar impar.

Corolar 31. O permutare este para daca si numai dacd in descompunerea sa in produs de cicluri disjuncte, numéarul
ciclurilor de lungime para este par.
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Propozitie 32. Fie o € S,, 0 permutare de grad n avand descompunerea in cicluri disjuncte(inclusiv ciclurile de lungime
1, corespunzdtoare punctelor fixe ale lui o) o = c1ca ... c,. Atunci:

a) sgn(o) = (—=1)"7F.

b) dacd o contine in descompunerea de mai sus ki cicluri netriviale(i.e., de lungime > 2), iar |M(o)| = m, atunci

sgn(o) = (=1)m k.,

Demonstratie. a) sgn(c) = sgn(cica . ..cp) = sgn(ci)-sgn(ca)-...-sgn(c) = (=1)He) =1 (—1)lea) =1, (—1)er) =1 =
_ (_l)l(cl)+l(C2)+...+l(ck)—k _ (_l)n—k

b) Evident, |F(c)| =n —m =k — ky, astfel ca n — k = m — k; si deci sgn(o) = (—1)m k1, O

Observatie 33. a) Daci ¢ = (iy,i2,...,1;) este o permutare ciclicd, inversa sa este ¢=% = (i, 4;_1,...,42,11)-
b) Daca o € S,, are descompunerea in cicluri disjuncte o = ¢1¢s . . . ¢k, atunci ol = cflcgl ... c,;l.
¢) Daca o € S,, se descompune in produs de transpozitii sub forma o = t1t5. .. t,,, atunci oV =ttt ... laty.

Corolar 34. Inversa unei permutari pare este o permutare para.
Notatie 35. A, = {0 € S, |sgn(c) = 1} este multimea tuturor permutérilor pare de grad n(grupul altern de grad n).

Observatie 36. Se pot verifica ugor urmatoarele identitati:
a) (i,5) = (L,4)(1,5)(1,2), (V)i,j = 2,0 # j.
b) (iyj) = (i + )i+ 1, +2) (i +2,0+3) ... (G =2~ D~ LG~ 25— 1) ...+ 1Li+2)Gi+1), (I <i<j<n.

Corolar 37. a) Orice permutare de grad n se poate scrie ca produs de transpozitii de forma (1,7), cu 2 < i < n. Spunem
ca S, este generat de transpozitiile (1,1), 2 <i <n.
b) Orice permutare de grad n se poate scrie ca produs de transpozitii de forma (i,i+ 1), cu 1 <i<n—1.

Notatie 38. Proprietatile din corolarul de mai sus se pot scrie sub forma:
a) S, = ((1,79)]2 < i < n).

b) S, ={((4, i+ 1[I <i<n-—1).

Observatie 39. Au loc identitatile:

a) (i, ) (i, j) = id.

c) (4, 9)(k, 1) = (i, k, 5) (4, k. ).

Corolar 40. A, = ((i,5,k)|i,j,k=1,n,i # j £k #1).

Observatie 41. Au loc identitéatile:

a) (L,4,) = (1,2,)(1,2,5)(1,2,6)(1,2,§), (V)i.j > 3, # j.

b) (2,4,7) = (1,2,4)(1,2,7)(1,2,4)(1,2,7)), (V)i,j > 3,1 # j.

C) (imjv k) = (1,27k‘)(l,2,i)(l,?,j)(l,2,k>(1,2,i), (V)i,j,k‘ >3,1#£]Fk#1i.

Corolar 42. A, =((1,2,7)|3 <i<mn).
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