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Editia a V-a; Etapa 2; Clasa a X-a
SOLUTIE Problema 4

Etapa 2, Problema 4

Consideram numerele complexe a, b, ¢, avind acelagi modul. Aratati ca

Lucian-Georges Laduncd, Recreatii Matematice 2/2001

Solutie.
Pentru inceput, vom demonstra c& in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

AB + BC +CA < 3RV3. (%)
Intr-adevar, via teorema sinusurilor, (*) revine la faptul ca

3V/3

sin A +sin B +sinC < 5
iar aceasta ultima relatie rezultd din inegalitatea lui Jensen aplicata functiei

concave sin : (0, 7) = R.
Revenind la problema initiala, fie |a| = |b] = |¢| = p; atunci

Z _Z a2_b2’_12’a2_b2| (**)
N ab | p? '

Punctele A (a2) , B (b2) siC (02) sunt situate pe cercul cu centrul in origine
si avand raza p?; conform celor demonstrate initial, avem ca

a b

b a

AB + BC + CA < 3pV/3.

Tindnd acum cont de relatia (**), urmeazi cerinta problemei.

Solutie alternativi (Ioana Bouros, Galati).

Fie «, 3,7 argumentele celor trei numere complexe. Un calcul imediat arata
ca ¢ —g = 2isin (o — ) si analoagele, prin urmare concluzia problemei se poate
rescrie sub forma

|sin (a = B)| + [sin (8 = )| + |sin (v — )| < ¥

Notand x = a — 3, y = 8 — 7, vom avea de aritat ca

3V3
Isin 2| + |siny| + [sin (z + y)| < Tf

Aplicand C-B-S, obtinem ca

|sinz| + |siny| + [sin (z + y)| < V3 - \/sian—|—sir12y—|—sin2 (x4 y).
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Pe de alta parte,
.2 .2 .2 1 2
sin® z + sin” y + sin (x+y):5(2—cos2x—cos2y)+1—cos (z+y)

=2 —cos® (x +y) — cos y) cos (z — y)

(z+
<2—0082(x—|— 3 g _1 ’ g
< p)+leos (e 4 )l = 7 — (leos (a4 9) — 5 ) <7

si, de aici, inegalitatea dorita.

Solutie alternativi (Andrei George Turcu, Craiova).
Fie |a| = |b] = |¢| = p; atunci

S|s -2 - e -

deci inegalitatea de demonstrat revine la (Z |a2 — b2’)2 < 27p*. Folosind ine-
galitatea C-B-S, obtinem ci (3 |a® — b2|)2 <3 (Z |la? — b2}2> si atunci ar fi

. « o memo 2
suficient si mai ardtdm cd |a2 - b2| < 9p*.
Observam ca

Z|a2—b2|2:Z(a —b2) (a —b2 = Za2b2 Za2b2

si ar ramane s dovedim ca 3p+>" a?b?+>" a?b? > 0. Aceasta ultima inegalitate
se scrie sub forma

a b

b a

@+ +3) @+ +) 202 [+ + 37 >0

si este, evident, adevirata.
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