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Etapa 2, Problema 4

Consider m numerele complexe a, b, c, având acela³i modul. Ar taµi c ∑∣∣∣∣ab − b

a

∣∣∣∣ ≤ 3
√

3.

Lucian-Georges L dunc , Recreaµii Matematice 2/2001

Soluµie.

Pentru început, vom demonstra c  în orice triunghi ABC are loc inegalitatea

AB +BC + CA ≤ 3R
√

3. (∗)

Într-adev r, via teorema sinusurilor, (*) revine la faptul c 

sinA+ sinB + sinC ≤ 3
√

3

2
,

iar aceast  ultim  relaµie rezult  din inegalitatea lui Jensen aplicat  funcµiei
concave sin : (0, π)→ R.

Revenind la problema iniµial , �e |a| = |b| = |c| = ρ; atunci

∑∣∣∣∣ab − b

a

∣∣∣∣ =
∑∣∣∣∣a2 − b2ab

∣∣∣∣ =
1

ρ2

∑∣∣a2 − b2∣∣ . (∗∗)

Punctele A
(
a2
)
, B

(
b2
)
³i C

(
c2
)
sunt situate pe cercul cu centrul în origine

³i având raza ρ2; conform celor demonstrate iniµial, avem c 

AB +BC + CA ≤ 3ρ2
√

3.

�inând acum cont de relaµia (**), urmeaz  cerinµa problemei.

Soluµie alternativ  (Ioana Bouro³, Galaµi).
Fie α, β, γ argumentele celor trei numere complexe. Un calcul imediat arat 

c  a
b −

b
a = 2i sin (α− β) ³i analoagele, prin urmare concluzia problemei se poate

rescrie sub forma

|sin (α− β)|+ |sin (β − γ)|+ |sin (γ − α)| ≤ 3
√

3

2
.

Notând x = α− β, y = β − γ, vom avea de ar tat c 

|sinx|+ |sin y|+ |sin (x+ y)| ≤ 3
√

3

2
.

Aplicând C-B-S, obµinem c 

|sinx|+ |sin y|+ |sin (x+ y)| ≤
√

3 ·
√

sin2 x+ sin2 y + sin2 (x+ y).
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Pe de alt  parte,

sin2 x+ sin2 y + sin2 (x+ y) =
1

2
(2− cos 2x− cos 2y) + 1− cos2 (x+ y)

= 2− cos2 (x+ y)− cos (x+ y) cos (x− y)

≤ 2− cos2 (x+ y) + |cos (x+ y)| = 9

4
−
(
|cos (x+ y)| − 1

2

)2

≤ 9

4

³i, de aici, inegalitatea dorit .

Soluµie alternativ  (Andrei George Turcu, Craiova).
Fie |a| = |b| = |c| = ρ; atunci

∑∣∣∣∣ab − b

a

∣∣∣∣ =
∑∣∣∣∣a2 − b2ab

∣∣∣∣ =
1

ρ2

∑∣∣a2 − b2∣∣ ,
deci inegalitatea de demonstrat revine la

(∑ ∣∣a2 − b2∣∣)2 ≤ 27ρ4. Folosind ine-

galitatea C-B-S, obµinem c 
(∑ ∣∣a2 − b2∣∣)2 ≤ 3

(∑∣∣a2 − b2∣∣2) ³i atunci ar �

su�cient s  mai ar t m c 
∑∣∣a2 − b2∣∣2 ≤ 9ρ4.

Observ m c ∑∣∣a2 − b2∣∣2 =
∑(

a2 − b2
) (
ā2 − b̄2

)
= 6ρ4 −

∑
a2b̄2 −

∑
ā2b2

³i ar r mâne s  dovedim c  3ρ4+
∑
a2b̄2+

∑
ā2b2 ≥ 0. Aceast  ultim  inegalitate

se scrie sub forma(
a2 + b2 + c2

) (
ā2 + b̄2 + c̄2

)
≥ 0⇔

∣∣a2 + b2 + c2
∣∣2 ≥ 0

³i este, evident, adev rat .
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