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ELEMENTE DE COMBINATORICA

ABSTRACT. Aceasta lectie din ciclul pentru gimnaziu isi propune s
introduca anumite idei si s& demistifice unele concepte combinatorice.

Lectia se adreseaza claselor VII, VIII, IX.
Data: 4 octombrie 2010.
Autor: Dan Schwarz.

1. INTRODUCERE

Ceea ce se Intelege de obicei prin combinatorica in manualele gcolare este
mai corect (si uneori chiar astfel) denumit prin saracaciosul titlu metode
de numarare. Combinatorica este insa cu mult mai diversa in interesele si
metodele sale, ajungand sa infiltreze, in timpuri recente, mai toate domeniile
matematicii, indiferent cat de specializate sau ”serioase”.

Titlul Ars Combinatoria, legat de catalanul Ramon Llull (Raymond Lully)
cat si de marele Gottfried Leibniz, este cel care probabil a dat numele acestei
discipline si acestor metode, dar cel care a propulsat-o pe primul plan al
firmamentului matematic a fost fara indoiala inegalabilul Pal Erdos.

In viziunea mea, combinatorica este la fel de mult un fel de a gandi si
aborda matematica de orice fel, ca si summa tehnicilor sale catalogate.

2. METODE

2.1. Principiul Cutiei. Metoda cea mai celebra prin eficacitate, simpli-
tate, aplicabilitate, si nu in ultimul rand prin numele sau (!), este asa-
numitul principiu al cutiei (pigeonhole principle in engleza), sau Principiul
lui Dirichlet (care nu l-a inventat, nici descoperit, ci folosit si evidentiat ca
atare intr-una din lucrarile sale de teoria numerelor). In enuntul siu infor-
mal, el afirma ca daca plasam un numar de obiecte Intr-un numar strict mai
mic de cutii, macar una dintre cutii va contine cel putin doua dintre obiecte.
Eu zic ca nici macar nu are nevoie de demonstratie, dar daca vreti una, fie n
obiecte si ¢ cutii, cu n > ¢; daca in final fiecare cutie ar contine cel mult un
obiect, atunci impreuna ele ar contine cel mult ¢ obiecte, strict mai putin
decat cele n obiecte plasate In cutii.

Exista mai multe variante ale acestui principiu, de exemplu afirmatia ca
macar una dintre cutii va contine cel putin L%J + 1 obiecte, sau varianta
infinita, unde un numar infinit de obiecte sunt plasate intr-un numar finit
de cutii, si atunci méacar una dintre cutii va contine un numar infinit de
obiecte. O forma mai speciala, pe care Littlewood a numit-o argument de
medie, este ca daca n variabile au suma s (sau, pozitive fiind, produsul p),
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2 COMBINATORICA

atunci macar una va avea o valoare de cel mult > (respectiv {/p), si evident
< s .
macar o alta va avea o valoare de cel putin 7 (respectiv /p).
Aplicatiile acestui principiu abund&; va invit la sarcina detectiva de a
descoperi chiar in cadrul acestei lectii, macar trei utilizari ale sale (mai mult
sau mai putin ascunse).

2.2. Principiul Elementului Extremal. Un al doilea principiu capital
este cel denumit al Elementului Extremal. Pentru totalitatea obiectelor,
sau totalitatea configuratiilor propuse de o problema, se pot deduce, in cele
mai multe cazuri, foarte putine adevaruri generale, globale, din ipotezele
date, sau altfel problema este banala sau ugoara. Dar daca ne restrangem
la doar unele dintre ele, evidentiate de vreo proprietate speciala (foarte
des maximalitate sau minimalitate relativ la o masurd oarecare, cum ar
fi de exemplu valoare, distanta, arie, etc.), atunci avem sanse mai bune
de a cépata informatii mai precise. Ca exemplu, v propun demonstratia
irationalititii lui v/2, care apare si in lectia de numere reale pentru clasele de
liceu, provenind din [1], liber disponibila in format .pdf la [2]. Este remar-
cabil ca demonstratia nu foloseste argumente de divizibilitate (proprietatile
determinate de Euclid ale numerelor prime), ci are o aroma combinatorica.

Teorema 1. Numdrul d = v/2 (pentru care d*> = 2) nu este numdr rational.

Demonstratie. Fie d = g (p, q intregi pozitivi), cu q minimal. Deoarece
d?> =2, deci 1 < d < 2, avem atunci ¢ < p < 2q, astfel incat

2pq _, p2_2 2pq —p* . p(2¢—p)

— =2 5=2 6 —5 =2=—""+.

pq q Pq—q q(p—q)

Astfel d = 2];7%;. Darp < 2q sip—q < q; dect avem o reprezentare rationald
a lui d cu numitorul mai mic decat cel minimal! |

Metoda aga-numita a Coborarii Infinite a lui Fermat este strans inrudita

cu Principiul Elementului Extremal. Daca in demonstratia de mai sus
2g—p _p'
. ;o - ) poq 47
cu numitorul ¢’ strict mai mic decat q. Continuand, ca intr-o bucla a unui
algoritm, obtinem numitori pozitivi din ce in ce mai mici, ceea ce nu se poate
repeta ad infinitum, caci in cel mult ¢ pasi am cobori sub valoarea minima

pozitiva posibila 1.

omitem alegerea minimala a lui ¢, obtinem o noua scriere a lui d =

3. APLICATII

3.1. Aritmetica. Ceea ce micutul Gauss (spune legenda) a descoperit, din-
colo de numararea propriu-zisa, are farmecul si apelul lucrului simplu dar
genial, care trece peste obstacol prin transcenderea lui. Pus la greaua munca
de catre invatatorul sau de a calcula suma numerelor intregi pozitive de la
1 1a 100, Gauss a ingirat numerele pe doua randuri astfel

142+ +99+100
1004+ 99+ -+ +2+1
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si a observat ca, doua cate doua, numerele situate unul sub celalat, au suma
101. Cum apar 100 de astfel de coloane, si cum suma finala este evident
dublul sumei cautate, se calculeaza valoarea w%& = 5050. Chiar i in zilele
noastre, metoda de a calcula suma S a primilor n termeni ai unei progresii
aritmetice a,a+r,...,a+(n—1)r,... este aceeasi: se aduna pe perechi cu cei
n termeni scrigi in sens invers, gi se obtine S = w =na+ n("T_l)r

Suma S a primilor n termeni ai unei progresii geometrice de ratie ¢ # 1

a,qa,...,q" ta,... se calculeazi cu o metods derivati din cea de mai sus:
mai Intai se Inmultesc toti termenii cu ratia ¢, apoi se scriu decalat cu o
pozitie

S=a+qa+qa+--+¢" *a+q" ta

qS = ga+ga+--+¢"2a+q¢" ta+q"
in final se scad pe perechi, si se obtine S = a%.

Erdés propune urmatoarea (clasica azi)

Problema. Fiind date n numere intregi (nu neaparat distincte), sa se arate
ca exista unele dintre ele, a caror suma sa fie divizibild prin n (evident n —1
numere nu sunt de ajuns in general, caci le putem alege toate egale cu 1).

Solutie. Dificultatea este ca cele 2" —1 posibilitati de a alege numerele (com-
binatorica ne invata de ce atateal) sunt prea multe, nu ne descurcam, si
nu ajungem la concluzie. Trucul' este de a alege doar cateva dintre posi-
bilitati. Fie numerele a1, as, ..., ay,; sa consideram sumele sg = 0, s1 = a,
So =aj +as, ..., S, = a1+ as + -+ a,. Printre aceste n + 1 numere se
vor gasi doua, fie ele s; i s;, cu 0 < 4 < j < n, care sa dea acelasi rest
la impartirea prin n. Dar atunci s; — s; este divizibil prin n, si evident
reprezinta o suma de numere dintre cele date. ([

Un fapt tipic in problemele de combinatorica este acela ca uneori o mica
schimbare in conditiile problemei o transforma in mod radical, atat in ceea
ce priveste dificultatea ei, cat si in metodele folosite. Daca se dau 2n — 1
numere intregi, si se cere acelasi lucru, dar cu conditia sa alegem exact n
dintre numere, a caror suma sa fie divizibila prin n, aceasta devine dificila
teorema Erdos-Ginzburg-Ziv. Nu voi comenta pentru cazul general decét ca
2n — 1 numere sunt in general necesare, caci fiind date doar 2n — 2 numere,
ele pot fi n — 1 dintre ele egale cu 0 si celelalte n — 1 egale cu 1, si concluzia
devine falsa. Cu toate acestea, pentru un caz particular (in speta n = 6),
poate exista o solutie directa simpla.

Problema. Fiind date 11 numere intregi (nu neaparat distincte), sa se arate
ca exista 6 dintre ele, a caror suma sa fie divizibila prin 6.

lCineva a definit metoda ca fiind un truc care a putut fi aplicat de macar doua ori!
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Solutie. Este usor de verificat ca dintre orice 3 numere intregi, putem gasi
doua cu suma para (acesta este chiar cazul particular n = 2), si ca dintre
orice 5 numere intregi, putem gasi trei cu suma divizibila prin 3 (acesta este
chiar cazul particular n = 3).

Acum, fiind date ay,as,...,a11, putem presupune ci by = a1 + ag este
par (altfel reindexam). La fel, putem presupune ca bs = a3 + a4 este par,
..., b5 = ag + ayg este par. Dintre cei cinci intregi pari by, b, b3, by, b5, putem
deci gasi trei cu suma divizibila prin 3. Dar suma acestor trei este egala cu
suma celor 6 numere a; care le formeaza, deci am gasit 6 numere dintre cele
date, cu suma divizibila prin 6. (]

In final, demonstratia mea favorita printre multele cunoscute ale micii
teoreme a lui Fermat. Aceeasi idee se aplica la generalizarea ei data de
Fuler.

Teorema 2. Fie p un numar prim, $i a un intreg pozitiv relativ prim cu p.
Atunci p divide numdrul a?~" — 1.

Demonstratie. Sa consideram cele p—1 numere a,2a, ..., (p—1)a, fiecare
nedivizibil prin p. Pentru oricare doud dintre aceste numere, fie ele ia si
ja, cu 1 <i < j<p-—1, numarul a; —a; = (j — i)a este nedivizibil prin
p, caci 0 < j —i < p. Aceasta inseamnd ca cele p — 1 numere dau resturi
disticte si nenule la tmpartirea prin p, deci reprezintd toate aceste resturi.
Atunci produsul lor a1 (p — 1)! dd acelasi rest la impdrtirea prin p ca si
(p—1)!, decip divide diferenta lor (aP~' —1)(p—1)!, adicd p divide numdrul
aP~t —1. |

3.2. Geometrie. Problemele combinatorice din geometrie sunt destul de
diferite de cele, sa zicem, ale geometriei sintetice. Un exemplu este edificator.

Problema. Fiind dat un poligon convex cu 9 varfuri in plan, sa se arate ca
exista doua diagonale care fac intre ele un unghi mai mic de 7°.

Solutie. Calcularea numarului de diagonale este un prim, simplu, exercitiu
combinatoric In aceasta problema. Din fiecare varf pleaca 6 diagonale; sunt
date 9 varfuri, iar fiecare diagonala este numarata de doua ori (cate odata
pentru fiecare varf unde ea are un capat), deci exista % = 27 diagonale.
Alegem acum un punct P oarecare in plan si ducem prin P céte o dreapta
paralela pentru fiecare dintre diagonale. Daca doua diagonale sunt paralele,
am terminat, caci unghiul facut intre ele este 0°. Daca nu, in jurul lui P
s-au format 54 semidrepte (cate doua pentru fiecare diagonala), care impart
cele 360° grade din jurul lui P in 54 sectoare. Atunci méacar unul dintre
unghiurile formate intre doud semidrepte consecutive dintr-o parcurgere in
360

sensul acelor de ceasornic va fi cel mult (H)O < 7°. O

3.3. Teoria Multimilor. Problemele combinatorice din teoria multimilor
sunt printre cele mai apreciate, caci nu presupun nici o tehnica particulara
speciala a acestui domeniu.
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Problema. Fiind data o familie (finita sau infinitd) F = (X;);er de multimi
cu |X;| < n, astfel incat intersectia a oricare n + 1 dintre ele este nevida,
atunci intersectia tuturor este nevida.

Solutie. Fie A # B doua dintre multimi (daca toate sunt egale, rezultatul
este trivial); atunci 0 < |[AN B| < n, deci AN B = {z1,...,25}, cu 1 <
k < n — 1. Presupunand rezultatul a fi fals, pentru orice element z; va
exista (cel putin) o multime X; astfel incat x; ¢ X; (multimile X; nu sunt
neaparat distincte). Dar atunci cele cel mult n+1 multimi A, B, X3,..., X
vor avea intersectie nevida; fie £ un element comun, atunci in mod evident
x # x; pentru orice i, dar de asemenea r € A N B, absurd. Pe de alta
parte, fie o multime cu n + 1 elemente, si familia celor n + 1 submultimi
de cate n elemente fiecare; oricare n dintre ele au intersectia nevida, dar
intersectia tuturor este vida, ceea ce arata ca rezultatul este cel mai bun
posibil. Observati similaritatea cu teorema lui Helly. (I

4. INCHEIERE

Vom reveni in lectii ulterioare cu detalii asupra altor metode combina-
torice, pentru a suplini paucitatea rezultatelor din manualele gcolare, cu
atat mai mult cu cat astfel de probleme apar tot mai des in cadrul con-
cursurilor nationale si internationale. Varietatea combinatoricii este imposi-
bil de cuprins in intregime, dar vom vorbi despre teoria grafurilor, functii
caracteristice, principiul includerii-excluderii si multe altele din colectia de
giuvaere ale acestui domeniu favorit. De asemenea, materiale suplimentare
si o bibliografie adecvata vor fi disponibile pe acest site.
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