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1 Consideratii teoretice gi exemple

1. Fie d o dreapta, iar O,U € d doua puncte fixate astfel incat |OU| = 1. Pentru orice punct M € d exista
atunci un unic numar = € R cu proprietatea ca

OM =z-0U.

Numarul x se numeste abscisa(sau coordonata carteziand a) punctului M in raport cu reperul cartezian R, =
(0,0U), pentru care O se numeste originea reperului, iar vectorul OU - versorul sau vectorul-unitate. Scriind
M (z), vom indica faptul ca punctul M are abscisa x.

P. Pentru doud puncte M(xps), N(zy) € d au loc relatiile:

MN:(LEN—LEM)~W §i |MN|:|IM—.TN|
Dem. Avem(conform relatiei lui Chasles) ca:
MN:OW—OMsz W—.TMW: (xN —l‘M) 'W,
respectiv
IMN|=|VertMN|| = ||(zy — zpn) - OU|| = |zny — 2| - |OU|| = |zpr — 2n] - |OU| = |20s — 2N
2. Fie A, B € d doud puncte distincte ale unei drepte d. Pentru orice punct M € d exista atunci un numar unic
B € R astfel incat AM = BAB. L
P.Daca A, B, M € dsi 8 € R verifica egalitatea AM = BAB, atunci pentru orice punct P € d are loc egalitatea:
PM = (1-p8)-PA+pj3-PB,

sau, notand aa =1 — j3, o _

PM =«a-PA+p3-PB.
Dem.

PM =PA+AM =PA+3-AB=PA+f3-(PB—PA)=(1-p3)-PA+3-PB=a-PA+ - PB.

Obs. Proprietatea de mai sus are loc si daca P ¢ d.
Obs. Cu notatiile de mai sus, avem cd BM = a - BA. Rezulta astfel ca(daca M # B, adica a # 0):

AM =

-MB.

™

In particular,

B

(07

_lAm| B\ [ 1 ,Me(AB)
_W , lar sgn o) 7 -1 , M ¢ [AB]

Not. Vom nota cu (A4, B|M) numarul real unic determinat cu proprietatea cda AM = (A, B|M) - M B, numar
pe care 1l numim raportul simplu in care punctul M imparte segmentul orientat [AB].

Obs. Pentru doi vectori coliniari u, v, cu ¥ # 0, putem nota cu = numarul « unic determinat cu proprietatea

cd U= «-v. Astfel, vom scrie uneori % in loc de (A, B|M).
Obs. Daca A, B, M € d sunt distincte, atunci (A, B|M) € R\ {0, —1}. Convenind ca fiecare dreapta d sa aiba
un “punct la infinit” cogq, vom avea:

(A, B|M) € (0,00) < M € (AB);
(A,B|M) € (—1,0) — Med\|[AB;
(A,B|M) € (—00,—1) <= M ed\[BA4;
(A,B|[M)=0 — M=A4;
(A,B|M) =0 — M=B5;
(A,B|M)=-1 — M =o04.



Obs. Vom conveni ca pentru doué drepte d; si ds s avem
dy || dy < 00y, = 00¢g, <= diNdy = Qg -

Def. Fie A, B, M, N € d puncte coliniare. Punctele M gi N se numesc

- izotomice in raport cu [AB] g (A, B|N)

- conjugate armonic in raport cu A, B g (A,B|N) = —(A, B|M).

Ex. 1) Doua puncte M gi N sunt izotomice in raport cu [AB] daca gi numai dacd sunt simetrice in raport cu
mijlocul segmentului [AB].

2) Mijlocul segmentului [AB] si punctul la infinit al dreptei AB sunt conjugate armonic in raport cu A, B.

3) Daca A ABC este un triunghi oarecare, punctele de intersectie cu dreapta AB ale bisectoarelor interioara si

— 1 .
— (A,BIM)?

exterioara ale unghiului C sunt conjugate armonic fata de A, B.

P. Daca A, B, M, Py € d sunt puncte ale unei drepte cu proprietatea ca

P()M:OZ'PQA‘Fﬂ'PoB,
unde o, 8 € R, cu a4+ 8 = 1, atunci pentru orice P € d are loc
PM =o-PA+p3-PB.

Dem.

Def. A, B € d fiind doua puncte fixate ale unei drepte d, pentru un punct M € d numerele unic determinate

a, B € R cu proprietatea ci a+3 = 1si PM = a-PA+ 8- PB, pentru orice punct P € d, se numesc coordonatele

baricentrice absolute(sau ponderile) punctului M in raport cu reperul afin R, = (A, B).

Ex. 1) Coordonatele baricentrice ale punctelor A si B sunt (1,0), respectiv (0, 1).

2) Coordonatele mijlocului segmentului [AB] sunt (1,1).

3) Daca (A, B|M) = a € R\ {0, -1}, coordonatele punctului M sunt (H%a’ ﬁ)

4) Daca M are coordonatele («, /3), izotomicul punctului M are coordonatele (3, «).

Def. Dacd un punct M are ponderile (a, (), orice numere reale x,y cu proprietatea ca

coordonate baricentrice omogene ale punctului M in raport cu (A, B).

Ex. 1) Coordonatele omogene ale mijlocului segmentului [AB] sunt (1,1).

2) Daca M are coordonatele omogene (x,y), atunci izotomicul sau are coordonatele omogene (y, x).

3) Daca M are coordonatele omogene (z,y), atunci conjugatul sdu armonic are coordonatele (z, —y).

4) Punctul de la infinit al dreptei AB are coordonatele omogene (1, —1).
)
)
)

Z = ¥ se numesc
a B

5) Dacé (A, B|M) = «a, coordonatele omogene ale punctului M sunt (1, a).
6) Dacd M € (AB), M are coordonatele omogene (|BM]|, |AM]).

7) In general, coordonatele omogene ale unui punct M sunt invers proportionale cu segmentele orientate AM ,
MB.

Obs. M (zj) are ponderile (a, 8) in raport cu R, = (A, B), unde «, 8 € R, cu a+ § = 1, daca si numai daca
Tv=o-zatfors __ _ _

Dem. OM =a-OA+3-OB<= 2y -OU=a 24 -OU+ B -25-OU << zpy=a-x4+ 0 -28B.

3. Fie M(a,B) € d un punct avand ponderile (o, ) in raport cu (A, B). Atunci AM = B - AB, astfel ca
AM? = % . AB?, sau echivalent |AM| = |3| - |AB|. Analog, BM? = o? - AB?, sau |BM| = |a| - |AB].
Daca M(aq, 1), N(az,B2) € d, atunci MN = ag - MA + B3 - M B, astfel ca

MN?*=a3 - MA? + B3 - MB? 4+ 20382 - MA-MB = a3 - MA? + 33 - MB? + a3 - (M A? + M B* — AB?) =
= Q- MA2 +62 . M32 - 04262 . AB2 = 042612 . A32 +ﬁ2a% . A32 - 04262 . AB2 ==
= (287 + Braf — azfly) - AB® = (21 (1 — 1) + Brar (1 = f1) — afla) - AB® =



= (a2f1 + Bron — 1By — azfa) - AB* = —(a1 — o) (B1 — fB2) - AB>.

Obs. Daci M este mijlocul segmentului [AB], atunci a; = 1 = %, |MA| = |MB| = 1 - |AB|, astfel ca

MN? =qy- MA? + By - MB? — asf35 - AB? = (i — a2ﬁ2> - AB?.

Obs. Daca M(«, 3) € d, iar P este un punct oarecare(nu neaparat pe dreapta d), egalitatea
PM? =a-PA?>+ 3 -PB? —af - AB?
reprezinta relafia lui Stewart.

4. Fie A, B, C trei puncte necoliniare in planul P, iar M € P oarecare. Atunci existd numere reale unice [,y
cu proprietatea ca L L
AM =p8-AB+~v- AC.

Notand atunci &« = 1 — 8 — ~y, pentru orice punct P € P are loc atunci egalitatea
PM =a-PA+3-PB+~-PC. (%)

Numerele a, 8, reprezinta atunci coordonatele baricentrice ale punctului M in raport cu reperul afin Ry =
(A, B, C)(sau triunghiul de referintd A ABC').

Daca triunghiul de referintd A ABC' este fixat, notdm prin M (a, 8,) faptul cd punctul M are coordonatele
baricentrice (a, §,7v) in raport cu A ABC. Tinand cont de (x), vom scrie in acest caz

M=oa-A+p8-B+~v-C.

Obs. Similar cazului coordonatelor baricentrice pe o dreapta, dacid un punct M are coordonatele baricentrice
(o, B,7) in raport cu un triunghi de referinta, orice numere reale x, y, z cu proprietatea ca & = % = % se numesc
coordonate baricentrice omogene. Cunoscand pentru un punct coordonate omogene (z,y, z), coordonatele bari-
centrice absolute se obtin prin impartire la suma x + y + z.

Obs. Fie M(«a, B,v) € P si M, € AM N BC. Atunci
AM, =p3-AB++ - AC,

unde 3,7 € R verifica relatiile

W @

"+4"=1 (deoarece M, € BC);
. (deoarece M, € AM).

<

¥
Rezultda ca (B',4') reprezintd exact coordonatele baricentrice ale punctului M, € BC in raport cu reperul
(B, C), iar componentele 8 gi gamma ale coordonatelor baricentrice ale lui M € P sunt direct proportionale cu
acestea. Obtinem atunci ca

BB MC

v v BM,’

sau, echivalent

B.C|M,) = .
(B,C|M,) 3

Cor.(teorema lui Ceva) Daca M, € AM NBC, M, € BMNCAsi M. € CM N AB, atunci
(BaO|Ma) ' (07A|Mb) ' (A5B|Mc) =1

5.
Def. Fie A ABC un triunghi de referinta in plan, iar M, N, P € P trei puncte distincte in plan. Aria
orientatd(in raport cu orientarea datd de triunghiul de referintd) a triunghiului A M N P este definita prin

AIND] = AMNP]  dacda A MNP are aceeasi orientare ca A ABC
" | —A[MNP] dacid A MNP are orientare contrara fata de cea a A ABC,



aceeagi orientare insemnéand ca varfurile celor doud triunghiuri sunt parcurse in acelagi sens(trigonometric, sau
respectiv al acelor de ceasornic).
Obs. Folosind produsul vectorial putem scrie

AMNP] = TXTC - A[ABC].
X

Obs. Pentru orice punct M € P are loc relatia

AMBC] + AIMCA] + AIMAB] = A[ABC].
Obs. Pentru orice punct M € P avem ca

AMBC] >0 <= M € (BC, A(=semiplanul deschis determinat de dreapta BC si punctul A)
AIMBC]=0 <= M € BC
AMBC] <0 < M¢[BC,A

Obs. Fie M(«,3,7) € P si M, € AM N BC. Atunci au loc egalitatile

A[MAB] + AIMBM,] = A[ABM,],
A[MCA] + A[MM,C] = A[AM,C],
A[MBM, BM, ABM,]
A[MM,C M,C AM,C]

Rezulta atunci ca

AMAB] _ A[ABM,] — AIMBM,.] _~v
AMCA]  A[AM,C] — AIMM,C] B

Deducem atunci(prin analogie) ca

«@ _ B _ ~y _ 1
AMBC] AMCA] A[MAB] A[ABC]

astfel ca pentru coordonatele baricentrice absolute ale unui punct M avem atunci formulele de calcul

_AMBC] |, ADMCA] _ ADNAB
T A@BC] . U A@Bsc] T A@ABC]

Obs. Daca M, € AMNBC, M, € BMNCA ¢i M, € CM N AB, atunci

a—MMa B_MMb MM,
=AM, “BM, T OM,-
Obs. Notand pentru un punct M(a, 3,7) € P, cu d, distanta orientata de la punctul M la dreapta BC, i.e.

M BC) daca M € (BC, A
daca M € BC
d(M,BC) daca M ¢ [BC, A

avem ca o = z—‘;, si analog 8 = Z—‘;, v = Z—

Ex. 1) Centrul de greutate G al triunghiului A ABC are coordonatele omogene (1,1,1). Mijlocul laturii [BC)|
are coordonatele omogene (0,1,1).

2) Centrul I al cercului inscris triunghiului A ABC' are coordonatele omogene (a, b, ¢). Punctul D de intersectie
al bisectoarei interioare a unghiului BAC cu latura BC are coordonatele omogene (0, b, ¢).

3) Centrul I, al cercului exinscris corespunzator laturii BC' a triunghiului A ABC are coordonatele omogene
(—a,b,c). Punctul D’ de intersectie al bisectoarei exterioare a unghiului BAC cu latura BC are coordonatele
omogene (0, —b, c).

4) Ortocentrul H al triunghiului A ABC' are coordonatele omogene (tg(A), tg(B),tg(C)). Piciorul A; al inaltimii



din A are coordonatele omogene (0, tg(B),tg(C)).

5) Centrul O al cercului circumscris triunghiului A ABC are coordonatele omogene (sin(24), sin(2B), sin(2C)).
6) Punctul I" al lui Gergonne asociat triunghiului A ABC' are coordonatele omogene (ﬁ, ﬁ, ﬁ).(Punctul
lui Gergonne este punctul de intersectie al dreptelor care unesc varfurile triunghiului cu punctele de tangenta

ale cercului inscris cu laturile opuse.)

6.
Obs. Fie M(a,8,7) € P, A € AMNBC, B € BMNCA,C'e CMNAB, A” ¢ BC'NnBC,B" € C’A'NCA
si C" € A’B' N AB. Aplicand teorema lui Menelaos deducem atunci ca are loc

(B,C|A") = -1 = —(B,C|A),

B
si analoagele (C, A|B") = -5 = —(C,A|B'), (A, B|C") = —g = —(A, B|C"), astfel ca A’; A” sunt conjugate
armonic in raport cu B, C; B, B” in raport cu C, A, iar C’,C" in raport cu A, B. De asemenea, avem ca

(B,C|A")-(C,A|B") - (A,B|C") = —1,

astfel ca puntele A”, B” C" sunt coliniare(dreapta A” B”C" se numeste polara triliniard a punctului M in raport
cu triunghiul A ABC).
De asemenea, cum

(B,Cl|A") - (C,A|B") - (A,B|C") =1,

dreptele AA’, BB"” i CC” sunt concurente intr-un punct M,. Analog se obtin si puncte M, si M.. Coordo-
natele baricentrice omogene ale acestor puncte, numite asociatele armonice ale punctului M sunt M,(—«, 3,7),
Mb(aa _677)7 Mc(aa 57 _7)

Obs. Fie M(«,8,7) € P, A €¢ AMNBC, B € BMNCA,C' € CMNAB,iar A, € BC, B, € CA, C, € AB
simetricele punctelor A’, B/, C’ fata de mijloacele laturilor BC, CA, AB. Atunci au loc (B,C|A;) =
si relatiile analoage, astfel ca

1
(B,C1AY)
(B,ClA) - (G, AlBy) - (A, B|Ch) = 1,

si dreptele AA;, BBy, CCy sunt concurente intr-un punct Mj, numit reciprocul sau izotomicul punctului M.
Coordonatele omogene ale izotomicului M7 al lui M sunt (é, %, L.
Fie A5 € BC, By € CA, Cy € AB punctele in care simetricele dreptelor AM, BM, C'M in raport cu bisectoarele
interioare ale unghiurilor triunghiului interescteaza laturile opuse. Atunci, conform teoremei lui Steiner au loc
egalitatile

c? 1

(B70|A2) bfg (B7C|A’)’

si analoagele, astfel ca

(B,ClAz) - (C, A|Bz) - (A, B|Cy) = 1,

si dreptele AAy, BBy, CCy sunt concurente intr-un punct Ms, numit inversul sau izogonalul punctului M.

Coordonatele omogene ale izogonalului M, al punctului M sunt (“2 Ly ).

) ﬁa 7

Ex. 1) Punctul lui Nagel N este izotomicul punctului I' al lui Gergonne, astfel ca are coordonatele omogene
(p—a,p—>b,p—oc).

2) Punctul lui Lemoine L este izogonalul centrului de greutate G, astfel c are coordonatele omogene (a?, b2, ¢?).

7.
Obs. Fie M(aq,B1,71), N(az,P2,72), P(as,B3,73) trei puncte in plan, date prin coordonatele baricentrice
absolute. Atunci M, N, P sunt coliniare dacé si numai daca existd ¢t € R cu proprietatea ca

P=(1—t)M+tN,

egalitate echivalenta cu sistemul
ag = (1 —t)ag + tas
Bs = (1 =1)B1 +tf2
3= (1—=t)n +1t1r



(in care oricare doud dintre egalitati o implica si pe a treia). Eliminand ¢ se pot obtine diverse conditii echivalente
cu coliniaritatea punctelor M, N, P, ca de exemplu

o182 + aofz + azfi = a1 3 + az b + azBa,

si analoagele, sau
a1 B2y3 + aaf3y1 + azfBiye = a1 B3ve + aaBiys + azBay.

Aceste conditii se scriu cel mai ugor cu ajutorul determinantilor:

a; B m
az B2 72 | =0, (1)
as B3 73

sau

ap pr 1
as P 1 |=0
ag f3 1

si analoagele. Determinantul din (1) este foarte important, deoarece permite si exprimarea ariei orientate a
triunghiului A M N P:

ar Biom
AMNP] = A[ABC]-| a2 B2 72 |- (2)
as B3 3
De asemenea, (1) se mai poate pune sub forma
fi m Mmoo ar B
. : - =0. 3
BBy s Y2 Q2 T3 ay B ®)

Merita remarcat cd atat in (1), cat si in (3), coordonatele baricentrice absolute ale punctelor pot fi inlocuite cu
coordonate omogene.
Obs. Forma generala a ecuatiei unei drepte este

ux + vy +wz = 0.

Ex. 1) Ecuatjiile laturilor triunghiului A ABC sunt BC': =0, CA: y=0, AB: z=0.
2) Ecuatia medianei corespunzatoare laturii BC este y = z.

)
3) Ecuatia bisectoarei interioare a unghiului BAC este cy—bz = 0. Ecuatia bisectoarei exterioare este cy+bz = 0.
4) Ecuatia Inaltimii din varful A este ytg(C) — ztg(B) = 0.
5) Ecuatia diametrului prin A al cercului circumscris este ysin(2C) — zsin(2B) = 0.
6) Ecuatia dreptei lui Euler HGO a triunghiului A ABC este

z(tg(B) — tg(C)) + y(tg(C) —tg(A)) + z(tg(A) — tg(B)) = 0.
7) Daca M(«, B,7) € P este un punct oarecare, ecuatia polarei triliniare a punctului M este
zfy +yay + zaf =0,
sau, echivalent : oy =
> + 3 + 5 =0.

Obs. Daca d; gi do sunt doua drepte, cu ecuatiile

dy: urr +viy+wiz=0 ds : uox + vy +wez =0,

).

punctul de intersectie al celor doua drepte are coordonatele omogene

(

U1 w1
V2 W2

uy U1

Tl uz v

wp U
w2 U2




Analog, daca M (x1,y1,21) si N(x2,ys,22) sunt doud puncte date prin coordonate omogene, dreapta M N are
ecuatia

ux + vy +wz =0,
unde
21 T
zZ9 T2

1 Y1
T2 Y2

’ v = )

Y2 22

w= ‘
Obs. Fie d o dreapta in plan, de ecuatie
ux + vy +wz =0,

iar M € dN BC. Atunci xp; = 0, iar vyys + wzps = 0, astfel ca

BM
MC  ym w

Cor.(teorema lui Menelaos) Daci o dreaptd d de ecuatie ux + vy + wz = 0 intersecteaza laturile BC, C A,
AB ale triunghiului A ABC in punctele M, N, respectiv P, atunci

v

(BJHM)(CMMN)(AJﬂP):(—E)-0~»~<—7)2—L

u [

8.
Obs. Fie M(a1,p1,71), N(ag,B2,72) doud puncte din plan date prin coordonatele lor baricentrice. Din

egalitatea

MN = C%QMA—FBQMB +’72MC
rezulta atunci ca

MN? = aiMA?+ B3MB? +~3MC?*+
+204252MA -MB + 2042’}/2MA . MC+ 2ﬁ2’}/2MB -MC =

= a3MA?+ BEZMB? +3MC?*+
+O(2ﬁ2(MA2 + M32 - AB2) + OéQ’YQ(MAQ + MCQ - ACQ) + ,82’Y2(MB2 + M02 - BCQ) =
= aaMA? + M B? + 9o MC? — (a®Bary2 + b2y + *azf).
Dacé in egalitatea de mai sus consideram M = O, centrul cercului circumscris triunghiului A ABC, atunci

ON? = R? — (a®Byys + bPaoys + Canfh),

astfel ca
—(a®Bay2 + bPa2y2 + CazB) = ON? — R* = peo,r)(N),

reprezintd puterea punctului NV fatd de cercul circumscris C (O, R). Pentru simplitate, vom nota in continuare
cu p(N) aceastd valoare. In particular, obtinem astfel ecuatia cercului circumscris C(O, R):

P(a, 3,7) € C(O,R) <= a*By + b*ay + o =0,

conditie care ramane valabila gi in coordonate omogene.
Revenind la cazul general, avem atunci ca

MN? = a;MA? + BoMB? + v MC? + p(N).

De asemenea, obtinem ca
MA2 = ﬂlAB2 —|— ’ylAOQ —|—p(M)
M32 = (JélAAB2 —+ ’YlBCz +p(M)
MC? = a1 AC? + 81 BC? + p(M)

si avem ca
MN? = a®(B172 +7182) + b*(a1y2 + ) + (a1 B2 + Braz) + p(M) + p(N),



sau
MN? = —a?(B1 — Ba)(71 — 72) — b* (a1 — a2) (71 — 72) — * (a1 — az2)(B1 — Ba).

Ex. 1) Distanta dintre centrul de greutate G si centrul cercului circumscris O al triunghiului A ABC este data

de

11 11
OG2 =R2 _(g?2. 2.2 4+p2.-.= LI )=
(%3346 33 3°3) 9

2) Distanta dintre centrele O al cercului circumscris gi I al cercului inscris triunghiului A ABC' este data de

p 11 _R2_a2+b2+02.

2 _ p2 2, b . c 2, a X c 2 . a . b
OI" =R (CL a+b+c  a+b+c +0 a+b+c  a+b+c tc a+b+c a+b+c) -

_ P2 _ _abc _ p2 __ 4RS _ p2 _
=R?— e = R> - 4BS — > Ry

3) Distanta de la varful A la centrul I al cercului inscris este data de

9 c 9 b abc ~ be(b+c—a) be(p—a)

AP = ———— . — =
a+b+c+c a+b+c a+b+c a+b+c P

Obs. Fie O;(ag, Bo,70) un punct in plan, iar R; > 0 un numdr pozitiv oarecare. Dacd M («, 3,7) este un
punctin plan, puterea punctului M fata de cercul C; = C(Oq, Ry) este

pcl(M) = 01M2 —R% =

OéOlA2 + 60182 + ’70102 +p(M) — R% =

a(O1A%? — R?) + B(O1B% — R?) + v(0,C% — R?) + p(M) =
= ape,(4) + Bpe, (B) + vpe, (C) + p(M).

Ecuatia cercului C; = C(Oq, Ry) este atunci
M(O[, Bv 7) € Cl < apc, (A) + 5pC1 (B) + YPc, (C) +p(M) =0.

Cum
pe, (A) = AOT — R} = b0 + ¢*Bo + p(O1) — RY,

mai putem scrie
M (a, B,7) € Cy <= a*(Boy +708) + b (a0 +700) + ¢* (a0 + foar) +p(O1) + p(M) — R = 0.

Ex. Ecuatia cercului inscris triunghiului A ABC' este

M(a,B,7y) €eC(I,r) <= «- bc(ifa) + 8- ac(f;b) + - ab(l;;c) +p(M) —1? =0 <=

<:)abc+ﬁac+'yab+p(M)—an’c—r2:O<:>
<= abc + fac+ yab+ p(M) —r(4R+r) = 0.

Obs. Daca C; = C(O1, Ry) si C2 = C(Og, Ry) sunt doua cercuri, M(«, ,7) un punct in plan, iar de, ¢, axa
radicala a celor doua cercuri, atunci

M(aaﬁ7’Y)€dC1,Cz ﬁp(h(M):pCz(M){:)
> a(pc, (A) = pe, (A)) + B(pe, (B) — pe,(B)) +7(pe, (C) — pe, (C)) = 0.
2 Probleme rezolvate

1.(GM 3/2009, autor Vasile Berghea) Fie ABC un triunghi dreptunghic si d o dreapta ce trece prin centrul
cercului inscris, intersectand catetele AB si AC in P, respectiv Q. Aflati minimul sumei:

(7) + (&)



R. Daca ecuatia dreptei d este
ux + vy +wz = 0,

conditia ca I € d este ua 4+ vb 4+ we = 0, astfel ca

PA QA u
astfel ca
(58) () - o
PA QA u?
Avem ca . i ) , ) ,
2t = () b (220 (2) 02 (2)7) =5 (2) 2% (2) + & =

= (@ @) =1rs @)
2 2
(7) (@) =

v

b . _c
(BvA‘P)__E_a 31 (C7A|Q)_Ea

Prin urmare,

cu egalitate daca si numai daca

cand punctele P si @ sunt izotomicele pe laturile AB, respectiv AC, ale punctelor de intersectie cu aceste laturi
ale bisectoarelor interioare ale unghiurilor C', respectiv B.
Obs. Putem retine proprietatea

Iedesb-(B,AP)+c-(QAP)=a,
valabila in orice triunghi.

2.(GM 7-8-9/2009, autor Dan Nedeianu) Triunghiul neisoscel ABC' are bisectoarele AD, BE, C'F, unde
D e (BC), E € (CA), F € (AB). Mediatoarele segmentelor [AD], [BE], [CF] intersecteaza respectiv dreptele
BC, CA si AB in punctele A’, B’ si C’. Sa se demonstreze cd A’, B’ si C’ sunt coliniare.

R. Fie AD’, BE', CF’ bisectoarele exterioare ale unghiurilor triunghiului, cu D’ € BC, E' € CA, F' €
AB. Punctele A’, B’, C' sunt atunci mijloacele ipotenuzelor [DD’], [EE'], respectiv [FF'] ale triunghiurilor
dreptunghice ADD’, BEE', CFF’'. Coordonatele baricentrice ale punctelor D si D’ fiind respectiv

b c b c
D0, ——, —— D0, — ——
(’b+c’b+c)’ (’bc’bJrc)7
rezultd cd A’ are coordonatele

1 b b 1 c c b? c?
A (o, = - — (0, <
(0’2<b+c+b—c>’2(b+c+c—b>) (O’bz—CQ’CQ—lﬂ)

si obtinem ca (B,C|A") = —g—z. Analog, (C, A|B’) = —‘C‘—;, (A, B|C")

2
b astfel ca

a

(B,C|A") - (C,A|B") - (A, B|C") = —1



si punctele A’, B’ si C’ sunt coliniare.
Obs. Punctele A’, B’ si C' avand coordonatele omogene A’(0,b%, —c?), B'(—a?,0,c?), C'(a?,—b,0) sunt
coliniare deoarece

0 b2 —c?
—a? 0 2 =0.
a? —b? 0
3.(GM 10/2009) Fie ABC un triunghi si punctele M, N pe laturile AB, respectiv BC astfel incat % =3
si % = % Notam cu P intersectia dreptelor CM si AN. Sa se arate ca

a5l lepon
a B ¥

R. Din egalitatile din enunt rezulta ca punctele M gi N au coordonatele omogene M (i, %, 0), N (O, = 7),
astfel ca ecuatiile dreptelor CM si AN sunt

CM: azx=0y, AN: By=~z.

Punctul de intersectie P verifica atunci egalitatile ax = By = 7z, astfel ca are coordonatele omogene (é, %, %)

Rezulta ca

Lap  lppy lop- (1+1+1) -PP=0.

o 1) ¥ a f v
4.(GM 10/2009, autori Dan Stefan Marinescu, Viorel Cornea) Fie M un punct in interiorul triunghi-
ului ABC i {D} = AM N BC, {E} = BM N AC, {F} = CM N AB.
a) Sa se arate ca dreptele determinate de mijloacele perechilor de segmente ([AD], [BC)]), ([BE], [CA4)), (|[CF], [AB])
sunt concurente intr-un punct notat N.
b) Sa se arate ca M = N <= M este centrul de greutate al triunghiului ABC.
R. Fie M(a, 8,7), cu a, 3,7y > 0(deoarece M € Int[ABC]) coordonatele baricentrice absolute ale punctului M.
Punctele D, E, F au atunci coordonatele

g gl o v o g
D<Oaﬁ_’_77ﬁ_’_7>7 E<a+’yaoaa+7)7 F(a_’_ﬁ,CH_BaO)

Noténd cu Ay, By, C1, D1, Ei, Fy mijloacele segmentelor [BC], [CA], [AB], [AD], [BE], [CF], acestea au
coordonatele L1 _ L1
Al (07272> ) Bl (2707 2) ) Cl <272a0> ’

(i) e rmi) i e )
\2728+)"2(8+9)/) 7 T \2a+) 2 20@+7)) " T \2(a+B) 2a+B8)2)
Ecuatiile dreptelor A1 D1, B1Eq, C1F} sunt

AiDy: (B=7)z = (B+7)y+(B+Ny=0<=Blz—y+2)=y@@+y—2),
BiEy: a(—z+y+z)=v(z+y—2), CiFi:a(—z+y+z2)=0x—-y+2).
Intersectia N a dreptelor A; D, si By Ey verifica atunci egalititile
a(-z+tytz)=q@+ty—2)=pE-y+2),

astfel ca N satfisface si ecuatia dreptei C1F7, si rezulta ca dreptele A1 D1, B1FEy i C1F} sunt concurente.
Coordonatele omogene ale punctului N sunt

N(1+1 11 1+1>
B Ya ya B)°
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Avem atunci echivalentele
1/1 1 1/1 1 1/1 1
MN<:><+) <+> <+> S af=ay=0y<=a=p0=1.
a\p v/ Bla v/ ~\a
Ultimele egalitati reprezinta conditia ca M sa fie centrul de greutate al triunghiului.
5.(GM 10/2009, autor Dinu Serbanescu) Fie ABC un triunghi gi I centrul cercului inscris. Dreapta Al
taie BC in punctul D si intersecteaza cercul circumscris in E. S& se demonstreze cd Al = [FE dacéd gi numai

daca ID = DE.
R.. Coordonatele baricentrice absolute ale punctelor I si D sunt

a b c b c
I D .
<a+b+c’a+b+c’a+b+c>’ (O’b+c’b+c>

Coordonatele punctului F sunt solutiile sistemului de ecuatii

r+y+z =1
cy — bz =0
a’yr +b2xz+ Py = 0

gl sunt

—a? b(b+ c) c(b+c)
E((b+c)2—a27(b+c)2—a2’(b+0)2—a2) '

Avem atunci echivalentele:

_ 1 —a’
a-‘ri-l—c - 2 (1 + (b-‘rc)%—aQ)
= b _ 1 b(bto) _
Al =1F <= = = 3 Gloroar < 2a=b+c,
c 1, _c(bto)
a+b+c 2 (b+c)2—a?
respectiv
— 1 —a’
0 - 2 a+(;)+c + (b+c)a27a2
_ b o_ 1 b b(b+c) —
ID = DF <— btc = 5 a+b+c+(b+c)2—a2 <:>2a—b+c

< _ 1 c 4 _clbto)

b+c 2 \ at+b+c (b+c)2—a?

Prin urmare, Al = IE < ID = DE.

6.(GM 11/2009, autor Vasile Serdean) Pe latura ABC se considera punctul D astfel incdt 5AD = 2D B.
Pe segmentul DC consideram punctul M cu proprietatea ca 3CM = 7TDM. Dreapta BM intersecteaza AC in
E, iar AM intersecteaza BC in F. Sa se calculeze raportul dintre aria[DEF] si aria[ABC].
R. Din conditiile din enunt rezulta ca
5 2
D = 0 )
(9

3 7 5 2 3

Pentru punctele F € BM N AC si F € AM N BC obtinem atunci coordonatele
5 3 23
E(=,0,- Flo,-,-].
(8 ) 9 8) ) ( ) 5 ) 5)
Raportul ariilor orientate ale triunghiurilor DEF si ABC' este atunci

A[DEF]
A[ABC]

3
14’

O oot
g O NI
ulwolw O
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astfel ca
aria[DEF] 3

aria[ABC] ~ 14~

7.(GM 1/2010, autor Vlad Petru) Fie M un punct in interiorul unui triunghi ABC. Notam cu A’, B’, C’
intersectiile dreptelor AM, BM, CM cu BC, CA, AB respectiv. Sa se demonstreze ci

MA L MB L MC >V§
VAM -AA"  BM BB COM-CC" — V2
R. Fie M(a, 8,7), cu a, B,y > 0(decarece M € Int[ABC]) coordonatele baricentrice absolute ale punctului M.
Atunci au loc egalitatile

MA" . MA o«
A~ Y AM T 1-a
si analoagele, astfel ca
MA MB’ MC’ « 15} ¥
+ + = + + :
VAM -AA”  VBM -BB'  CM-CC" Vi-a V1-8 V1-v
Functia f: (0,1) — R definita prin f(z) = \/11_7?; filnd convexa, rezulta ci

i (=t =) m U@ @+ o 2 £ (Gl sem) =£(3) =31/

Afirmatia din enunt rezultd acum imediat.

8.(GM 1/2010, autor Catalin Cristea) Medianele din A, B, C intersecteaza cercul circumscris triunghiului
ABC 1n punctele A’, B/, C’ respectiv. Sa se demonstreze céd

3(AA”? + BB? + CC"?) > 4(AB? + BC? + CA?).

R. Coordonatele baricentrice absolute ale punctului A’ sunt solutiile sistemului de ecuatii

at B4y =1
= 7
a’By +b2ay+ctaf = 0
si sunt
e —a? b’ 42 b2 + 2
D) A (e g ) () -l
Obtinem ca
2
_ b2 +c? b2 42 )
A4 = o (gtittm = 0) 0 (gt —0) - (awrimm 1) -
~ - (e — 0 (W—l =
o (b2+02)2
= apEre e -
Analog,
el PP @R
221 @) 12 D

Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz rezulta atunci cé

(0* +*)? > (2(a® +0* + ) é( 24112 + )
(b2 +c2)—a2 = 3(a2+ b2+ c?) 3\ €l

12 12 12
AA? + BB? 4+ CC *22

ceea ce demonstreaza afirmatia din enunt,.
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9.(GM 3/2010, autor Silviu Boga) Consideram un triunghi ABC si punctele A’ € (BC), B’ € (CA),
C' € (AB) astfel incat cevienele AA’, BB', CC' sunt concurente. Fie o, 04, 0, 0¢, 0o ariile triunghiurilor
ABC, AB'C', A'BC', A'B'C, respectiv A’B'C’. S se arate cA 02, -0 =4-04-0p - 0C.

R. Fie M € AA'NBB'NCC’ cu coordonatele baricentrice absolute M («, 3,7). Atunci «, 3,7 > 0, iar punctele
A’, B', C" au coordonatele

. ; ) ( : ; ) ( a . )
A/ 0’ ) ) B/ 707 ) C/ ) )O )
( B+~ B+ a+vy Ta+y alpha + " a + 8

astfel ca au loc egalitatile

0 B
90 _ | _a_ ﬁav 2, apy
o | sy (a+B)(a+7)(B+7)’
at+B  atp
1 0 0
A _ | o o 2 |_ By
o | s Y| (@+Blat)
at+fB  at+p
si analoagele. Rezultd atunci c&
(O’o)2 B a? %2 _,.04 0B 0C
o/ (a+pPat+y) (B2 o o o

de unde obtinem cd 03 -0 =4-04-0p - 0C.

10. Fie ABC un triunghi, D intersectia bisectoarei interioare a unghiului BAC cu latura BC, E punctul in
care simediana din varful A intersecteaza a doua oara cercul circumscris, iar F' mijlocul arcului BAC pe cercul
circumscris. Aratati ca punctele D, E gi F' sunt coliniare.

R. Coordonatele omogene ale punctului D sunt (0,b,¢). Punctul E satisface ecuatia simedianei

Yy z

22
i ecuatia cercului circumscris
ayz 4+ Vez+ Fxy =0,
2 . . -~ . .
astfel cd E are coordonatele omogene (%, b2, 02). Punctul F' se afla pe bisectoarea exterioara a unghiului

B/E, care are ecuatia
y oz
z )
b + c ’

si pe cercul circumscris. Obtinem pentru F coodonatele omogene (a?,bc — b?,be — ¢?). Deoarece

rezulta ca punctele D, F i F sunt coliniare.

11. Fie ABC un triunghi, £ € R* un numar real nenul oarecare fixat, iar M € (AB) si N € (AC) puncte

variabile astfel incat
MB NC

MA NA
Aratati ca dreapta M N trece printr-un punct fix.

k.
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R. Vom aréta ca afirmatia din enunt raméane valabila in cazul mai general ca M € AB i N € AC cu

Fie ux + vy + wz = 0 ecuatia dreptei M N. Deoarece uxy; + vyy = 0 = uaxy + wzy, otinem ca

oM B AM) s L =-TN = (0, AN).
u Ym u ZN

Din ipoteza rezulta atunci ca
VoW

——+—=k,
U U

sau, echivalent, uk +v — w = 0. Prin urmare, punctul P de coordonate omogene (k, 1, —1) se afld pe dreapta
M N pentru orice pozitie a punctelor variabile M si V.
Obs. 1) Coordonatele baricentrice absolute ale punctului fix P sunt (1, %, f%) Faptul ca ap = 1 arata ca
punctul P se afla pe paralela prin A la BC.
2) Problema raméne (in mod banal) adevirata gi pentru cazul k = 0, toate dreptele M N fiind atunci paralele
cu BC, trecand deci prin punctul de la infinit al dreptei BC.

12.(GM 7-8-9/2010) In triunghiul ABC, cevienele AA’, BB', CC’ sunt concurente in M. Sa se arate ci daca
AA’ + BB’ + CC’ =0, atunci M este centrul de greutate al triunghiului.

R. Fie M(«, 8,v) coordonatele baricentrice absolute ale punctului M. Vom presupune cd M nu se giseste pe
niciuna dintre laturile triunghiului, astfel ca «, 8, # 0. Atunci A’, B’, C’ au coordonatele baricentrice absolute

/ ﬁ ’Y !/ (&3 7 ! o ﬁ
A (O’ﬂ+7’5+7) B <a+~y’0’a+v) » © <a+6’a+ﬁ’0) '

Rezulta ca

Y Ao+ % pA+ ) o+ .ca+ P .cB-
B+ o+ o+ a+p a+p

AA’+ BB'+ CC' = L-EJF
B+

:(ﬁ—“—7+5)-143+<v+7—“—5).Ao.
B+y a+v a+vy a+p B+ a+vy a+B a+p
Egalitatea din enunt si necoliniaritatea punctelor A, B, C implica atunci ca

L‘F ﬂ :1, L‘F 2l —
B+y a+p B+y a+ty

Obtinem ca 82 = a -y si v2 = o - 8, de unde rezulté cid o = 8 = . Punctul M este deci centrul de greutate al
triunghiului.
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