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Problema 3. a) Fie P4p, Pgc, Pop si Ppa puncte pe muchiile (AB), (BC),
(CD), respectiv (DA) ale unui tetraedru ABC'D.

Aratati ca planele (P4gCD), (PgcDA), (PopAB) si (PpaBC) au un punct comun
daca si numai daca are loc relatia

APy BPpc CPcp DPpa
PigB PgcC PopD PpaA

1.

(Teorema lui Ceva in spativ)

b) Fie Pap, Ppc, Pop, Ppa, Pac st Pgp puncte pe muchiile (AB), (BC), (CD),
(DA), (AC), respectiv (BD) ale unui tetraedru ABCD cu proprietatea ca exista
punctele {A’} == BPCD N CPBD N DPBc, {B/} == APCD N OPDA N DPAc,

{Cl} = APBD ﬂBPDA ﬂDPAB §1 {D/} = APBcﬂ BPAC ﬂCPAB.

Demonstrati ca dreptele AA’, BB, CC" si DD’ sunt concurente.

Solutie:

a) Planele (P4pCD) si (PcpAB) se taie dupa o dreapta. Cum Pag, Pop se afla
in ambele plane, dreapta de intersectie a celor doua plane este dreapta PigPcp.
Similar, planele (PgcDA) i (PpaBC') se taie dupa dreapta PgcPpa. Prin ur-
mare, cele patru plane au un punct comun daca si numai daca dreptele PyagPop
si PgcPpa au un punct comun, adica daca punctele Pag, Ppc, Pop $i Ppa sunt
coplanare. Conform teoremei lui Menelaus in spatiu si a reciprocei sale, conditia
de coplanaritate a punctelor Pag, Pgc, Pop si Ppa este echivalenta cu relatia din
enunt,.

b) Din teorema lui Ceva aplicata in triunghiurile ABD gi BC'D rezulta
APy, BPpp DPpy BPpc CPcp DPpp

. . . . =1.
PypB PppD PpusA PgcC PepD  PppB
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APy BPgc CPep DPpa
PipB PpcC PopD PpaA
form a), acest lucru arata ca dreptele PapPop si PgoPpa au un punct comun,
X. Acel punct se afla atat in planul (ABPcp) (care contine PapPcp), cat gi in
planul (ADPp¢) (deoarece acesta contine dreapta PgcPpa), prin urmare se afla si
pe dreapta lor de intersectie, AA’.

Analog, X e (BCPDA) N (ABPCD) = BBI, X € (CDPAB) N (BCPDA) = CC’ §1
X € (CDPag) N (ADPpc) = DD'. Asadar, X € AANBB' NCC'"N DD, adica
cele patru drepte sunt concurente in punctul X.

= 1. Con-

inmul’gind aceste doua relatii obtinem ca

Remarca:

Analog se arata ca dreapta PycPpgp intersecteaza fiecare din dreptele PagPop si
PpcPpy. Daca notam cu Y, respectiv Z, cele doua puncte de intersectie, la fel
ca mai sus se arata ca Y,Z € AA' N BB’ N CC'"N DD, conditie care arata ca
X =Y = Z, adica dreptele PacPgp, PapPcp si PgoPpa sunt concurente.





