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Problema 4. Se consideri doua hexagoane neregulate, inscriptibile in cercuri circumscrise concentrice, avand
fiecare diagonalele mari concurente respectiv in doud puncte interioare cercului mic. Demonstrati ca cele doua
hexagoane au dreptele Pascal asociate paralele daca si numai daca dreapta determinata de punctele de concurenta ale
diagonalelor celor doua hexagoane trece prin centrul comun celor doua cercuri circumscrise.

(Petru Braica, SM)

Solutie. Este suficient sa demonstram urmatoarea proprietate legata de hexagoanele inscriptibile avand diagonalele
concurente:

Lema. Se considera un hexagon inscriptibil ABCDEF, avand diagonalele (mari) AD, BE, CF respectiv AD
concurente in P. Demonstrati ca dreapta OP este perpendiculard pe dreapta Pascal asociatda hexagonului, unde O este
centrul cercului circumscris hexagonului. (Petru Braica)

Solutie lema. Este nevoie de cateva notiuni geometrie proiectiva. Astfel fie un punct M in planul unui cerc Z°(O:R),
iar o dreapta care contine punctul M taie cercul °, dupa punctele M, respectiv M,. Se numeste conjugatul armonic
al lui M n raport cu cercul %, un punct P care este conjugatul armonic al lui M in raport cu punctele My, si M,

e . . PM MM - . - . . .
adica, folosind segmente orientate: P:,Ml = — M_Ml, . Legat de aceasta notiune are loc urmatorul rezultat atribuit lui
2 2

Poncelet: Multimea conjugatelor unui punct fata de un cerc este o dreapta perpendiculara pe diametrul cercului care
trece prin punctul respectiv. Dreapta perpendiculara pe diametrul OM, unde M este un punct fixat in planul cercului
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se numeste polara lui M fatd de cercul %”. Putem defini in multimea punctelor planului relatia .-~ astfel A.-»B daca
punctul A apartine polarei lui B in raport cu cercul %. Matematicianul francez La Hire demonstreaza simetria
acestei relatii. Acum putem trece la rezolvarea efectiva a problemei. Punctul de concurenta a diagonalelor mari,
notat cu P, apartine polarei punctului K fata de cercul circumscris hexagonului. In baza teoremei lui Le Hire,
deducem ca punctul K apartine polarei lui P fata de acelasi cerc. Analog deducem cé punctele J si I aprtin si ele
polarei punctului P fatd de cerc. De aici deducem concluzia problemei, OP este perpendiculard pe dreapta KI, ceea
ce trebuia demonstrat.

Revenim acum la solutia problemei. Din unicitatea perpendicularei din centrul comun al cercurilor circumscrise pe
cele doua drepte Pascal, obtinem paralelismul cerut.
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