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Determinati multimea numerelor naturale nenule n pentru care numarul
(n+1)""1+ (n—1)""
este divizibil cu n?.
* %k

Solutia 1. Evident conditia este satisfacuta pentru n = 1. In continuare pre-
supunem n > 2.

Deoarece (n + 1)""! = 1 (mod n), iar (n — 1)"*! = (=1)"*! (mod n), pentru ca
numarul (n+1)""14(n—1)""! si fie divizibil macar cu n, trebuie ca 14(—1)""! = 0,
deci n sa fie par.

Vom ardta cd pentru orice numar par n, numarul (n + 1)""! 4+ (n — 1)"™! este
divizibil cu n?.

Avemca (n+1)" ' —1=n+1-1)((n+1)" 2+ n+1)" 2+ + (n+1)+1) =
n((My+1)+(My+ 1)+ + (M, +1)+1) =n(M, +n—1) = M,2 — n.
Similar, (n — 1) +1=(n—-1+1)((n—1)"—(n—1)" 1+ —(n—1)+1) =
n((My,+1)— (My— 1)+ = (M, — 1)+ 1) =n(M, +n+1) = M2 +n.
Adunand aceste doua relatii rezulta concluzia.

In concluzie, multimea cautata este formata din 1 si numerele naturale nenule pare.

Solutia 2. Aceasta a doua solutie se bazeaza pe o formula care da o informatie
mai precisa decat formula (a + b)" = M, + b", anume:

(a+b)" = My +nab™ " +b".

Pentru n = 0 si n = 1 relatia este evidenta. Pentru n > 2 aceasta formula se
demonstreaza pe aceeasi idee care a fost folosita in materialul teoretic pentru jus-
tificarea formulei (a+b)" = M, +b". Daca scriem (a+b)" = (a+b)(a+b)--- (a+b)
si desfacem parantezele vom obtine diversi termeni de forma a*b"~*. Fiecare ter-
men provine dintr-o alegere, a sau b, din fiecare paranteza. Vom avea un singur
termen cu b", anume acela 1n care din fiecare paranteza a fost ales b. Cati termeni
cu ab” ! avem? Acesti termeni provin din alegerea lui b din fiecare paranteza, cu
o exceptie, o paranteza din care a fost ales termenul a. Aceasta paranteza din care
il luam pe a poate fi aleasa in n moduri (poate fi oricare din cele n paranteze),
asa Incat vom avea n termeni ab”!. Asadar suma termenilor care contin cel mult
un factor a este b" + nab™ . Toti ceilalti termeni contin micar doi factori a, prin
urmare sunt divizibili cu a®. Rezultd ci (a + b)" = M2 + nab™' + b™.

Sa trecem acum la rezolvarea problemei:

Folosind formula dedusa mai sus, avem:
n+1)"'=Mpe+Mn—-1n-1"2+1"1=M32—n+1si(n—1)"" = M2 +
(n+1)n-(=1)"+ (=1)""" adicd M, +n — 1 daci n este par gi M,2 —n + 1 daca
n este impar.
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Adunéand aceste doud relatii obtinem ca (n + 1)"™* + (n — 1)"*! este M,2 daca n
este par si este M,2 — 2n + 2 daca n este impar.

De aici rezulta ca orice n par satisface conditia din enunt. Dintre valorile impare
ale lui n convine numai n = 1, in caz contrar (n+1)""1 4+ (n—1)""! = M,2 —2n+2
nefiind divizibil cu n.



