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Etapa 7, Problema 3

Fie m ³i n numere naturale astfel încât num rul 2mn − 1 se divide cu
(2m − 1) (2n − 1). Demonstraµi c  2 (3mn − 1) se divide cu (3m − 1) (3n − 1).

Olimpiad  Armenia, 1999

Soluµie.

Vom ar ta, mai întâi, c  numerele m ³i n sunt prime între ele.
Pentru aceasta, �e d = (m, n), iar m = dx, n = dy, cu (x, y) = 1. Deoarece

d divide numerele m ³i n, rezult  c  2d− 1 divide 2m− 1 ³i 2n− 1, prin urmare
2m ≡ 2n ≡ 1

(
mod2d − 1

)
. Din ipotez , 2n − 1 divide 2mn−1

2m−1 , a³adar 2d − 1
divide 2mn−1

2m−1 . Pe e alt  parte,

2mn − 1
2m − 1

=
n−1∑
k=0

2mk ≡
n−1∑
k=0

1 = n
(
mod2d − 1

)
.

Deducem c  n ≡ 0
(
mod2d − 1

)
³i analog se arat  c  m ≡ 0

(
mod2d − 1

)
, deci

dx ≡ dy ≡ 0
(
mod2d − 1

)
.

Fie p, q numere naturale astfel încât dx = p
(
2d − 1

)
³i dy = q

(
2d − 1

)
;

atunci qdx = pdy, prin urmare qx = py. Întrucât (x, y) = 1, rezult  c  x

divide p, a³adar exist  un num r natural a pentru care p = ax. Deducem c 
d = a

(
2d − 1

)
, adic  2d − 1 divide d. Se arat  îns  u³or c  2d − 1 > d, oricare

ar � d ≥ 2. Urmeaz  c  d = 1, ceea ce doream s  ar t m.
Se demonstreaz , folosind algoritmul lui Euclid, c  c.m.m.d.c. al numerelor

3m− 1 ³i 3n− 1 este 3(m,n)− 1, în cazul nostru 31− 1 = 2. Evident, m car unul
dintre numerele m ³i n este impar, deoarece numerele sunt prime între ele; �e
m = 2k + 1. Atunci 3m − 1 = 3 · 9k − 1 ≡ 2 (mod4), deci 3m − 1 = 2r, unde r

este num r natural impar, cu (r, 3n − 1) = 1. Fiecare dintre numerele 3m− 1 ³i
3n− 1 divide 3mn− 1, prin urmare 3mn− 1 se divide cu r (3n − 1). Obµinem c 
2 (3mn − 1) se divide cu 2r (3n − 1) = (3m − 1) (3n − 1).
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