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CERCUL LUI EULER SI DREAPTA LUI SIMSON

ABSTRACT. Articolul prezinta doua rezultate deosebite legate de pa-
trulaterul inscriptibil si cateva consecinte ce decurg din aceste rezultate.

Lectia se adreseaza clasei a VIII-a.
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Introducere

Pentru inceput sa observam ca dintre patrulaterele studiate numai o parte sunt
inscriptibile. Concret, acestea sunt: dreptunghiul, patratul si trapezul isoscel. Jus-
tificarea este evidenta.

Dreptunghiul si patratul au toate unghiurile drepte si atunci suma a doua unghi-
uri opuse este 180°, deci sunt inscriptibile.

Trapezul isoscel are unghiurile alaturate unei baze congruente gi atunci, de aici
si din suma unghiurilor intr-un patrulater deducem ca suma a doua unghiuri opuse
este 1807, adic# trapezul isoscel este un patrulater inscriptibil.

Remarca de mai sus ne permite sa demonstram ca un patrulater este inscriptibil
aratand ca acesta este dreptunghi, patrat sau trapez isoscel.

Sa rezolvam acum doud probleme.

Problema 1: In triunghiul ABC notim cu A; piciorul inaltimii din A si cu
Ao, By, Cs mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB. Aratati ci patrulaterul
A1A5C5Bs este inscriptibil.

Solutie: Vom arata ci patrulaterul A; A;CsBs este trapez isoscel si in confor-
mitate cu cele spuse mai sus este inscriptibil.

A

B2 C2

A1 B

Mai intai, BaCo | BC' (B2C3 este linie mijlocie in triunghiul ABC) si deci
A1 A3C5 By este trapez.

Acum, A;Cy = —— deoarece A3C5 este linie mijlocie in triunghiul ABC, iar

A1By = - ca mediana corespunzatoare ipotenuzei in triunghiul dreptunghic
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ACA;. Rezultd [A2Cy] = [A1Bs] si atunci trapezul Ay A;CyBs este isoscel, deci
patrulater inscriptibil.

Problema 2: In triunghiul ABC notdm A, Bs, Cy mijloacele laturilor BC, AC,
respectiv AB gi Az mijlocul segmentului AH, unde H este ortocentrul triunghiului.
Aratati ca patrulaterul AsCsAsBs este inscriptibil.

Solutie: Vom arata ca unghiurile As B A3 g1 AoCs A3 sunt unghiuri drepte.

In triunghiul AHC, ByAjs este linie mijlocie deci ByAs || CH. (1).

AsBsy || AB (2) (linie mijlocie in triunghiul ABC). Din (1), (2) si CH 1 AB
rezultd, As By 1 ByAs, deci m(Ag/B-g\Ag) =90° (3). Analog rezulta m(Amg) =
900 (4).

Din (3) si (4) avem m(A@@ + m(Am3) = 180° si deci patrulaterul
A5C5A3B5 este inscriptibil.

Cercul lui Euler

Problema 3: Intr-un triunghi ABC considersm punctele Ay, By, C; picioarele
inaltimilor din A, B, respectiv C, Ay, By, Co mijloacele laturilor BC, AC, respectiv
AB si Az, B3, C3 mijloacele segmentelor AH, BH, respectiv CH (H fiind ortocen-
trul triunghiului). Punctele Ay, By, Cy, Ag, Bs, Cs, Az, B3, C3 sunt pe un cerc numit
cercul lui Euler sau cercul celor noud puncte.

Solutie: Pentru rezolvare ne vom folosi de problemele 1 si 2 din Introducere.

Fie Q cercul determinat de punctele As, By, Cs.

Din problema 1 avem AjAsCsBs patrulater inscriptibil, deci A1 € Q.

Rationamentul din problema 1 raméane valabil gi pentru patrulaterele B; A;Cs Bo,
respectiv C1CoAsBs. Agadar By € Q gi C7 € Q. Am aratat astfel ca sase din
punctele considerate sunt pe acelasi cerc.

Din problema 2 avem A;C5AzBsy patrulater inscriptibil, deci Az € €.

Rationamentul din problema 2 raméane valabil gi pentru patrulaterele A B3Co Bo,
respectiv AoCyByC3. Asadar Bz € Q si C3 € Q.

In concluzie punctele Ay, By,C1, As, Ba, Cs, Az, B3, C3 sunt pe un cerc, cercul
Q.

Cu notatiile din problema 3 avem:

Obsevatia 1: Dreptele As A3, BoBs si CoC3 sunt concurente, punctul lor de
intersectie fiind centrul cercului lui Euler (cercul ).
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Solutie: Din problema 2, m(Ag/C-’g\Ag,) = 90°, deci [A243] este diametru in
cercul Q. Analog, [B2B3] si [C2Cs] sunt diametre in cercul 2. Rezulta evident
ca dreptele Ay As, BoBs si C2C3 sunt concurente si punctul lor de intersectie este
centrul cercului lui Euler.

Obsevatia 2: Fie A" mijlocul lui [4; A5], B mijlocul lui [ByB,] si C" mijlocul
lui [C1C5]. Perpendicularele in A/,B/,C/ pe laturile BC, AC, respectiv AB ale

triunghiului ABC sunt concurente, punctul de intersectie fiind centrul cercului lui
Euler.

Solutie: [A;As] este coardad in cercul Q si atunci perpendiculara prin A pe
Ay Ay trece prin centrul cercului 2.

La fel perpendiculara prin B' pe B;Bs si perpendiculara prin C' pe C1Cs.
Agadar concluzia din observatia 2 este adevarata.

Obsevatia 3: Daca O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, H
ortocentrul aceluiagi triunghi si Og centrul cercului lui Euler asociat triunghiului
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4 GEOMETRIE
ABC, atunci punctele O, H, Og sunt coliniare (dreapta lui Euler) si Og este mijlocul
lui HO.

Solutie: Daca O este centrul cercului circumscris AABC, atunci OAs 1 BC.
Cum si HA; L BC rezutd OAs || HA; si deci A1 AsOH este trapez.

Perpendiculara in A" pe BC' intersecteazi pe OH in D. Din DA" L BC avem
DA" || AjH || OA;z si cum A" este mijlocul lui [A; Ay] rezultd D este mijlocul lui
OH. La fel se aratd c& perpendicularele in B" pe AC si C' pe AB trec prin D. Dar,
din observatia 2, perpendicularele in A/7 B/, c pe laturile BC, AC, respectiv AB ale
triunghiului ABC sunt concurente, punctul de intersectie fiind centrul cercului lui
Euler. In concluzie D = Oy (Og este centrul cercului lui Euler). Asadar, O, H,Og
sunt coliniare (dreapta lui Euler) i Og este mijlocul lui HO.

Obsevatia 4: Centrul de greutate al unui triunghi se afla pe dreapta lui Euler
asociata triunghiului.

Solutie: Fie {M} = AA; N OH, atunci AAMH ~ ANA;MO (A20 || AH).

Atunci MA;  OA
unci — -5 =~
A 1 MA 1
Dar 04, =3 (AOACy ~ AHAC (1)) si atunci Z _ 3 Cum AA, este

mediana in triunghiul ABC deducem ca M este centrul de greutate al triunghiului
ABC, asadar centrul de greutate al unui triunghi se afld pe dreapta lui Euler
asociata triunghiului.
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Dreapta lui Simson

Problema 4: Fie D un punct pe arcul mic AB al cercului circumscris tri-
unghiului ABC'. Proiectiile lui D pe laturile triunghiului sunt trei puncte coliniare
(Dreapta lui Simson).

Solutie: Notam cu F, F, G proiectiile lui D pe laturile BC, AB, respectiv AC.
Aratam ca punctele E, F, G sunt coliniare demonstrand ca EFB = AFG.

in patrulaterul BEFD avem m(BED) = m(BFD) = 90°. Rezultsa BEFD
patrulater inscriptibil (unghiul format de o diagonala cu o latura este congruent cu
unghiul format de cealaltd diagonald).

De aici EFB = EDB (1).

In patrulaterul AFDG avem m(m) = m(A/GB) =90° si de aici m(m) +
m(A/GB) = 180°. Deducem c& patrulaterul AF DG este inscriptibil (suma masurilor
a doud unghiuri opuse este 180Y).

De aici AFG = ADG (2).

Pe de altd parte, din ADEB avem m(EDB) = 90° — m(EBD (3), iar din
AADG avem m(ADG) = 90° — m(DAG (4).

Cum patrulaterul ACBD este inscriptibil rezulta CBD = GAD (5).

Din (3),(4) si (5) deducem ca EDB = ADG (6), iar din (1), (2) si (6) obtinem
EFB = AFG. Din ultima relatie si din faptul ca punctele A, F, B sunt coliniare
rezulta ca punctele E, F', G sunt coliniare.

Cu notatiile din problema 4 putem formula cateva observatii.

Observatia 5: Daca notam cu E; punctul in care proiectanta DE intersecteaza
a doua oara cercul si analog F si Gy, atunci dreptele AF;, BG si CFy sunt paralele
cu dreapta lui Simson asociatd punctului D si triunghiului ABC.

Solutie: Vom demonstra ci BG; || EG. Analog se demonstreazi pentru cele-
lalte drepte.

Din problema 4 avem EFB = ADG (1), iar din patrulaterul inscriptibil ABG; D
avem ADG = m@) Din (1) si (2) rezulta EFB = FBG, (3).

Acum, pentru dreptele EG si BG1 si secanta F'B avem EFB= F/Ba (unghiuri
alterne interne), deci EG || BG.
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/N D
G1
E
E

Observatia 6: Fie D si D; puncte diametral opuse pe cercul circumscris tri-
unghiului ABC. Dreptele Simson asociate punctelor D gi D; sunt perpendiculare.

Solutie: Vom folosi pentru demonstratie faptul ca daca doud unghiuri con-
gruente au o pereche de laturi perpendiculare, atunci si celelalte doua laturi sunt
perpendiculare.

E1 E

Din patrulaterul inscriptibil BEFD avem EFB =EDB (1).

Din patrulaterul inscriptibil E1 FyBD; avem E1/F1\D1 = E@l (2).

Din DB 1 BD; (DD; sunt diametral opuse) si DE L BE; (din constructie)
rezults EDB = E1BD, (3).

Din (1), (2) si (3) rezulta EFB = E\F\D, gi cum FB 1 F;D; deducem ci
FE | F\E;.
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