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Clasa a X-a - Etapa I - Problema 3

Enuņt: Într-o sal¼a exist¼a 2021 întrerup¼atoare, corespunz¼atoare la 2021 becuri. Iniţial toate becurile
sunt stinse. În sal¼a intr¼a succesiv 2021 copii. Fiecare copil schimb¼a starea becurilor corespunz¼ator
întrerup¼atoarelor pe care le atinge, adic¼a dac¼a becul era stins îl aprinde, iar dac¼a becul era aprins îl
va stinge. Se ştie c¼a acel copil care are num¼arul k apas¼a pe întrerup¼atoare din k în k; începând cu
primul, pentru orice k 2 f1; 2; 3; :::; 2021g : De exemplu, al cincilea copil apas¼a pe întrerup¼atoarele
1; 6; 11; 16 etc. Determinaţi num¼arul de becuri r¼amase aprinse dup¼a ce toţi cei 2021 copii au trecut
prin sal¼a.

Soluţie. Evident c¼a un bec va r¼amâne aprins la �nal dac¼a întrerup¼atorul corespunz¼ator este atins
de un num¼ar impar de copii. De exemplu, primul bec va � la �nal aprins.
Fie l � 2: S¼a remarc¼am c¼a starea becului cu num¼arul l este modi�cat¼a de copilul cu num¼arul

k dac¼a şi numai dac¼a l � 1 se divide cu k: Prin urmare, becul cu num¼arul l va � la �nal aprins
doar dac¼a l � 1 are num¼ar impar de divizori, adic¼a l � 1 este p¼atrat perfect. Cel mai mare p¼atrat
perfect, mai mic decât 2021; este 442 = 1936; de unde deducem c¼a l� 1 2 f12; 22; :::; 442g : Ţinând
cont de observa̧tia ini̧tial¼a, concluzion¼am c¼a sunt 45 de becuri care r¼amân aprinse. �
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