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Problema 1. Determinaţi numerele naturale nenule x şi y pentru care

xx+y = yy−x.

Concurs Austria-Polonia, 1999

Soluţie:
Fie d = (x, y) şi a, b ∈ N∗ astfel ı̂ncât x = ad, y = bd şi (a, b) = 1. Atunci
ecuaţia din enunţ se scrie succesiv: (ad)(a+b)d = (bd)(b−a)d, (ad)a+b = (bd)b−a,
aa+bd2a = bb−a. De aici rezultă că a divide bb−a. Cum (a, b) = 1, deducem că
a = 1. În acest caz, ecuaţia devine bb−1 = d2, deci b este fie impar, fie pătrat
perfect.
Dacă b = 2k+1, k ∈ N, atunci d = (2k+1)k, deci x = (2k+1)k şi y = (2k+1)k+1.

Dacă b = n2, n ∈ N∗, atunci d = nn2−1, deci x = nn2−1, y = nn2+1.
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