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CONCURSUL VIITORI OLIMPICI

MIHAI B¼ALUN¼A, MIHAI MONEA, MARIUS PERIANU, GABRIEL POPA

Rezumat. Acest material are scop prezentarea subiectelor propuse la etapa
�nala a Concursului Viitori Olimpici, în edi̧t iile 2010 - 2014

1. INTRODUCERE

Concursul Gazeta Matematic¼a şi Viitori Olimpici, g¼azduit în ultimii patru ani
de frumosul oraş Câmpulung Muscel, adun¼a în a doua jum¼atate a lunii august pe
cei care, de-a lungul unui an şcolar, se dovedesc a � buni rezolvitori ai problemelor
publicate pe site-ul viitoriolimpici.ro, precum şi în Gazeta Matematic¼a. Aceşti elevi
au de rezolvat trei probleme, una dintre acestea �ind selectat¼a dintre cele publicate
pe site. În plus, concurenţii suştin şi o prob¼a oral¼a. Prezent¼am în continuare
subiectele propuse participanţilor la cele cinci edi̧tii precedente ale concursului şi le
ur¼am succes în confruntarea cu problemele edi̧tiei a cincea.

2. EdiŢia I -17 august 2010

Problema 1. Ar¼ataţi c¼a orice submulţime cu 7n+1 elemente a mulţimii f1; 2; :::; 8ng
conţine patru numere a, b, c şi d astfel încât ajb; bjc şi cjd.

Soluţie. Consider¼am submuļtimile muļtimii f1; 2; :::; 8ng de forma
Ck =

�
2k � 1; 2 (2k � 1) ; 22 (2k � 1) ; :::

	
; k = 1; 4n:

Submuļtimile C2n+1; C2n+3; :::; C4n conţin câte un singur element. În total,
aceste 2n submuļtimi au 2n elemente. Submuļtimile Cn+1; Cn+2; :::; C2n conţin
câte dou¼a elemente, deci în total, aceste n submuļtimi au 2n elemente.
R¼amân 3n+ 1 elemente în submuļtimile C1; C2; :::; Cn, ceea ce înseamn¼a, con-

form principiului cutiei, c¼a m¼acar una dintre aceste muļtimi conţine patru elemente.
În acest moment, concluzia se impune. �

Problema 2. Pe o tabl¼a 2n�2n se a�¼a pietre albe şi pietre roşii, cel mult o piatr¼a
în �ecare p¼atrat 1� 1. Se execut¼a urm¼atoarele operaţii:
(i) de pe �ecare coloan¼a pe care se a�¼a o piatr¼a alb¼a se elimin¼a toate pietrele

roşii;
(ii) de pe �ecare linie pe care a r¼amas o piatr¼a roşie se elimin¼a toate pietrele

albe.
Ar¼ataţi c¼a dintr-una dintre culori au r¼amas cel mult n2 pietre.

Olimpiad¼a Rusia

Date : 31 Martie 2015.
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2 MIHAI B ¼ALUN ¼A, MIHAI MONEA, MARIUS PERIANU, GABRIEL POPA

Soluţie. Dup¼a executarea celor dou¼a operaţii, r¼amân doar linii şi coloane monocol-
ore. Fie la num¼arul de linii albe (adic¼a cele care conţin doar pietre albe), lr num¼arul
de linii roşii, ca num¼arul de coloane albe şi cr num¼arul de coloane roşii. Num¼arul
de pietre albe poate �, în �nal, cel mult la � ca , iar cel de pietre roşii cel mult lr � cr.
Este su¢ cient s¼a ar¼at¼am c¼a la � ca 6 n2 sau lr � cr 6 n2 .
Dac¼a la + ca 6 2n, atunci

la � ca 6 la (2n� la) = n2 � (n� la)2 6 n2:

Dac¼a la + ca > 2n, rezult¼a c¼a

lr + cr = 4n� (la + ca) 6 2n

şi, ca mai sus, lr � cr 6 n2: �

Problema 3. Şirul de numere naturale (xn)n>0 este de�nit prin x0 = x1 = 1 şi

xn+1 = 14xn � xn�1;8n 2 N�:

Demonstraţi c¼a, pentru �ecare num¼ar natural n, num¼arul 2xn�1 este p¼atrat perfect.
ViitoriOlimpici.ro

Soluţie. Soluţiile ecuaţiei caracteristice sunt

t1;2 =
�
2�

p
3
�2
:

Termenul general al şirului are forma

xn = c1t
n
1 + c2t

n
2

şi, ţinând seama de condi̧tia x0 = x1 = 1; identi�c¼am constantele c1 şi c2, obţiem

xn =
1

4

��
2 +

p
3
�2n�1

+
�
2�

p
3
�2n�1�

:

Dar 2�
p
3 = 1

2

�p
3� 1

�2
, deci vom avea

2xn � 1 =
1

22n

��p
3 + 1

�4n�2
+
�p
3� 1

�4n�2�
� 1

=

 �
1 +

p
3
�2n�1

+
�
1�

p
3
�2n�1

2n

!2
:

R¼amâne de ar¼atat c¼a num¼arul din paranteza este natural. Evident c¼a acest
num¼ar este raţional, iar divizibilitatea cu 2n se dovedeşte, de exemplu, prin in-
duçtie, folosind faptul c¼a expresia de la num¼ar¼ator, �e ea a2n�1, satisface relaţia de
recurenţ¼a an � 2an�1 � 2an�2 = 0. �
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CONCURSUL VIITORI OLIMPICI 3

3. EdiŢia II - 19 august 2011

Problema 1. Se consider¼a numerele reale a1; a2; a3 şi numerele complexe nenule
z1; z2; z3 astfel încât jz1j = jz2j = jz3j = 1 şi

z1
z2
+
z2
z3
+
z3
z1
= 1:

Determinaţi valorile posibile ale num¼arului ja1z1 + a2z2 + a3z3j:
ViitoriOlimpici.ro

Soluţie. Avem
z21z3 + z

2
2z1 + z

2
3z2 = z1z2z3:

Apoi, prin conjugarea relaţiei
z1
z2
+
z2
z3
+
z3
z1
= 1;

obţinem
z1
z2
+
z2
z3
+
z3
z1
= 1;

de unde
z2
z1
+
z3
z2
+
z1
z3
= 1;

adic¼a
z23z1 + z

2
1z2 + z

2
2z3 = z1z2z3:

Din aceste dou¼a egalit¼aţi deducem c¼aX
z21z3 � z23z1 = 0;

prin urmare
(z1 � z2) (z2 � z3) (z3 � z1) = 0:

Rezult¼a c¼a sunt posibile doar urm¼atoarele trei situaţii:

1) z1 = z2 ) z21 + z
2
3 = 0) z3 = �iz1 ) ja1z1 + a2z2 + a3z3j =

q
(a1 + a2)

2
+ a23;

2) z2 = z3 ) z21 + z
2
3 = 0) z1 = �iz3 ) ja1z1 + a2z2 + a3z3j =

q
(a3 + a2)

2
+ a21;

3) z1 = z3 ) z21 + z
2
2 = 0) z2 = �iz1 ) ja1z1 + a2z2 + a3z3j =

q
(a3 + a1)

2
+ a22:

�

Problema 2. Se consider¼a n � 3 puncte, oricare trei necoliniare. Se traseaz¼a
C2n�1+1 segmente, având capetele în puncte dintre cele considerate. Ar¼ataţi c¼a ori-
care dou¼a puncte pot � unite printr-o linie poligonal¼a format¼a din segmente trasate.

Marius Perianu

Soluţie. Presupunem prin absurd ca exist¼a dou¼a puncte A şi B care nu pot � unite
printr-o linie poligonal¼a format¼a din segmentele trasate. Not¼am cu V (A) muļtimea
punctelor care pot � unite prin linii poligonale cu A (inclusiv punctul A) şi �e
k = jV (A) j num¼arul de vârfuri. Deoarece B =2 V (A), rezult¼a c¼a k � n� 1.
Ar¼at¼am c¼a celelalte n � k puncte nu sunt unite prin segmente cu puncte din

V (A) : într-adev¼ar, dac¼a C 2 V (A) ; D =2 V (A) şi punctele C;D sunt unite printr-
un segment, atunci o linie poligonal¼a de la A la C se poate prelungi la o linie
poligonal¼a de la A la D; contradiçtie cu D =2 V (A).
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4 MIHAI B ¼ALUN ¼A, MIHAI MONEA, MARIUS PERIANU, GABRIEL POPA

Astfel, num¼arul segmentelor netrasate (num¼arul perechilor de puncte între care
nu s-a trasat un segment) este N � k (n� k) � n � 1; iar al celor trasate este
C2n�1 + 1:

În total, am avea cel puţin n�1+C2n�1+1 = n�1+
(n� 1) (n� 2)

2
+1 = C2n+1

segmente, ceea ce este fals, deoarece între n puncte se pot trasa C2n segmente. �

Problema 3. Fie n 2 N; n � 2; şi a1 = 1 < a2 < ::: < a'(n) toate numerele
relativ prime cu n; mai mici decât n: Ar¼ataţi c¼a numerele a1; a2; :::; a'(n) sunt în
progresie aritmetic¼a dac¼a şi numai dac¼a n este 6 sau num¼ar prim sau o putere a
lui 2:

Laurenţiu Panaitopol

Soluţie. Dac¼a n 2 f6g [
�
2k j k 2 N�

	
sau este num¼ar prim, atunci

a1; a2; :::; a'(n)

sunt în progresie aritmetic¼a.
Reciproc, dac¼a a1; a2; :::; a'(n) sunt în progresie aritmetic¼a, atunci:
a) dac¼a ' (n) = 1; atunci n = 2; iar dac¼a ' (n) = 2; atunci n = 3; 4; 6;
b) dac¼a ' (n) � 3; avem situaţiile:

� dac¼a a2 = 2; atunci n este prim;
� dac¼a a2 = 3; atunci ak = 2k � 1; k = 1; ' (n); de unde rezult¼a c¼a n este o

putere a lui 2;
� dac¼a a2 � 4; atunci, deoarece a2 > 3 , rezult¼a 3 j n şi 3 - a2: Dar

a3 = 2a2 � a1 = 2a2 � 1; şi cum 3 - a3; rezult¼a a2 � 1 (mod 3).
Dar n � 1 = a'(n) = a1 + (' (n)� 1) (a2 � a1) = 1 + (' (n)� 1) (a2 � 1) ; deci

n = 2+(' (n)� 1) (a2 � 1) : De aici, cum a2 � 1 (mod 3) ; rezult¼a c¼a n � 2 (mod 3) ;
fals, întrucât 3 j n. �

4. EdiŢia III - 22 august 2012

Problema 1. Spunem c¼a un num¼ar complex z are proprietatea P dac¼a exist¼a
mz; nz numere naturale, nu ambele nule, astfel încât

zmz = (1 + z)
nz = 1:

a) Determinaţi numerele complexe cu proprietatea P;
b) Pentru �ecare z cu proprietatea P, determinaţi perechile (mz; nz) corespun-

z¼atoare pentru care mz + nz = 2012.

ViitoriOlimpici.ro

Soluţie. a) Fie �n = cos 2�n + i sin 2�n r¼ad¼acina primitiv¼a de ordin n a unit¼aţii.
Elementele muļtimilor An =

�
�n � 1; �2n � 1; :::; �n�1n � 1

	
; n 2 N; n > 2 au propri-

etatea P (lu¼am mz = 0). De asemenea, elementele muļtimilor

Bm =
�
1; �m; �

2
m; :::; �

m�1
m

	
n f�1g ;

m 2 N;m > 2 au proprietatea P (lu¼am nz = 0 ).
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CONCURSUL VIITORI OLIMPICI 5

În cazul în care mz; nz sunt ambele nenule, atunci z 2 C (O; 1)\C (M; 1) , unde
M este punctul de a�x �1 , prin urmare z 2

�
�3; �

2
3

	
. În concluzie, numerele

complexe care au proprietatea P sunt cele din� 1
[
n=2

An

�
[
� 1
[

m=2
Bm

�
:

b) Dac¼a n > 2 este divizor al lui 2012 şi z 2 An , atunci (mz; nz) = (0; 2012); pen-

tru celelalte elemente din
1
[
n=2

An nu exist¼a perechi (mz; nz) cu proprietatea cerut¼a.

La fel, dac¼a m > 2 este divizor al lui 2012 şi z 2 Bm , atunci (mz; nz) = (2012; 0)

; pentru celelalte elemente din
1
[

m=2
Bm nu exist¼a perechi (mz; nz) cu proprietatea

cerut¼a.
Dac¼a z 2

�
�3; �

2
3

	
, nu exist¼a perechi (mz; nz) cu ambele componente nenule:

suma mz + nz se divide cu 3, în timp ce 2012 nu se divide cu 3. �

Problema 2. Fie ABCD un p¼atrat de centru O. Dac¼a P 2 [AD] , demonstraţi c¼a
exist¼a punctele M 2 [AB] şi N 2 [BC] astfel încât O este ortocentrul triunghiului
MNP dac¼a şi numai dac¼a 3AP > 2AD.

Gabriel Popa şi Paul Georgescu

Soluţie. Raport¼am planul la un reper cartezian astfel încât

O (0; 0) ;A (�1;�1) ;B (1;�1) ;C (1; 1) ;D (�1; 1) :

Fie M (a;�1) ; N (1; b) ; P (�1; c) puncte cu proprietatea c¼a O este ortocentrul tri-
unghiului MNP . Din OP?MN şi OM?PN rezult¼a c¼a

��!
OP � ��!MN = 0 , respectiv��!

OM � ��!PN = 0 . Cum
��!
OP (�1; c) ;��!MN (1� a; b+ 1) ;��!OM (a;�1) ;��!PN (2; b� c) ,

obţinem c¼a a � 1 + bc + c = 0 , respectiv 2a � b + c = 0 . Eliminând a între cele
dou¼a relaţii, deducem c¼a 2� c = b (2c+ 1).
Situaţia c = � 1

2 conduce la o contadiçtie, deci putem scrie b = 2�c
2c+1 . Impunem

condi̧tia �1 6 b 6 1 şi rezult¼a c¼a c 2
�
1
3 ; 1
�
, prin urmare 3AP > 2AD .

Reciproc, s¼a presupunem c¼a 3AP > 2AD , adic¼a c 2
�
1
3 ; 1
�
. Atunci b = 2�c

2c+1 2
[ �1; 1] , iar a = b�c

2 = 1�c�c2
2c+1 2 [ �1; 1] , dup¼a cum se constat¼a uşor. Punctele

M
�
1�c�c2
2c+1 ;�1

�
şi N

�
1; 2�c2c+1

�
completeaz¼a un triunghi MNP al c¼arui ortocentru

este O. �

Problema 3. Demonstraţi c¼a nu exist¼a funcţii f : R ! R pentru care s¼a �e
îndeplinite, simultan, condiţiile:
(i) f (1) = 1;
(ii) exist¼a M > 0 astfel încât �M 6 f (x) 6M;8x 2 R;
(iii) f

�
x+ 1

x2

�
= f (x) +

�
f
�
1
x

��2
;8x 2 R�.

Olimpiad¼a Iran

Soluţie. Luând x = 1 în (iii) obţinem c¼a f (2) = 2 , prin urmare M > 2 . Fie
n 2 N� cel mai mic num¼ar natural cu proprietatea c¼a f (x) < n;8x 2 R� ; avem c¼a
n > 2 .
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6 MIHAI B ¼ALUN ¼A, MIHAI MONEA, MARIUS PERIANU, GABRIEL POPA

Putem g¼asi a 2 R� astfel încât f (a) > n� 1 şi atunci�
f

�
1

a

��2
= f

�
a+

1

a2

�
� f (a) < n� (n� 1) = 1;

prin urmare f
�
1
a

�
> �1 . Aplicând (iii) pentru x = 1

a , obţinem c¼a

(n� 1)2 6 (f (a))2 = f
�
1

a
+ a2

�
� f

�
1

a

�
< n� 1:

Deducem c¼a n 2 f1; 2g şi astfel am ajuns la o contradiçtie. �

5. EdiŢia IV - 23 august 2013

Problema 1. Determinaţi numerele naturale nenule n pentru care se poate con-
strui o mulţime de numere complexe M , având n elemente, cu propriet¼aţile:
(i) jzj = 1, oricare ar � z 2M ;
(ii)

P
z2M

z = 0;

(iii) z + w 6= 0, oricare ar � z; w 2M .
ViitoriOlimpici.ro

Soluţie. Evident, valorile n = 1 şi n = 2 nu convin. Orice num¼ar impar n � 3 este
bun: alegem M = fz 2 C j zn = 1g.
Valoarea n = 4 nu convine: dac¼a M = fa; b; c; dg, atunci a; b; c; d vor � a�xele

vârfurilor unui patrulater inscriptibil ABCD. Not¼am cu P (p) şi Q (q) mijloacele
laturilor AB, respectiv CD: Cum 2p = a+ b şi 2q = c+d, condi̧tia a+ b+ c+d = 0
arat¼a c¼a O este mijlocul segmentului PQ. Diametrul care trece prin mijlocul unei
coarde (care nu este ea îns¼aşi diametru) este perpendicular pe acea coard¼a, prin
urmare PQ este perpendicular¼a atât pe AB, cât şi pe CD şi O se a�¼a la egal¼a
distanţ¼a de aceste dou¼a coarde. Rezult¼a c¼a patrulaterul ABCD este dreptunghi,
ceea ce contrazice (iii).
Orice num¼ar par n � 6 este bun: alegem

M = fz 2 C j zn�3 = 1g [ fwz j z3 = 1g;

unde w = cos�+ i sin�, cu � =2 fr� j r 2 Q g.
în concluzie, n 2 Nnf0; 1; 2; 4g. �

Problema 2.
a) Fie ABCD un patrulater convex. Ar¼ataţi c¼a discurile având ca diametre

laturile AB, BC, CD şi DA acoper¼a în întregime interiorul patrulaterului ABCD.

Gazeta Matematic¼a 6-7-8/2013

b) Fie ABCD un patrulater. Demonstraţi c¼a discurile având ca diametre seg-
mentele AB, AC şi AD acoper¼a în întregime interiorul triunghiului BCD.

Soluţie. a) Fie M un punct în interiorul patrulaterului ABCD ; atunci

\AMB + \BMC + \CMD + \DMA = 360�:
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CONCURSUL VIITORI OLIMPICI 7

Rezult¼a c¼a cel puţin unul dintre cele patru unghiuri are m¼asura de m¼acar 90�.
Dac¼a \AMB este un astfel de unghi, M apaŗtine discului de diametru AB şi, de
aici, cerinţa problemei.
b) Not¼am cu P, Q şi R proieçtiile vârfului A pe dreptele BC, CD respectiv

DB. Indiferent de natura patrulaterului ABCD (convex sau concav), patrulaterele
de vârfuri BPAR, CPAQ şi DQAR sunt înscrise în cercurile de diametre AB, AC
respectiv AD şi, împreun¼a cu interioarele lor, acoper¼a interiorul triunghiului BCD.
Cu atât mai mult, discurile având ca diametre segmentele AB, AC şi AD vor acoperi
interiorul triunghiului BCD. �

Soluţie alternativ¼a. Vom demonstra mai întâi urm¼atoarea: �

Lem¼a. Dac¼a ABC este un triunghi oarecare, discurile având ca diametre laturile
AB şi AC acoper¼a în întregime interiorul triunghiului.

Demonstraţia lemei. Fie D proieçtia punctului A pe dreapta BC. Dac¼a D se a�¼a
în interiorul segmentului BC, atunci interiorul tringhiului ABD este acoperit de
discul de diametru AB iar interiorul tringhiului ACD este acoperit de discul de
diametru AC. Dac¼a D se a�¼a pe semidreapta opus¼a semidreptei (BC, interiorul
tringhiului ABC este acoperit de discul de diametru AC. în sfârşit, dac¼a D se a�¼a
pe semidreapta opus¼a semidreptei (CB, interiorul tringhiului ABC este acoperit de
discul de diametru AB ; cu aceasta, demonstraţia lemei este complet¼a.
Ambele cerinţe ale problemei sunt simple consecinţe ale lemei. La b), se impune

tratarea separat¼a a cazului în care interiorul triunghiului BCD nu este inclus în
interiorul patrulaterului ABCD. �

Problema 3. Se dau m numere naturale distincte din mulţimea f1; 2; :::;ng.
Demonstraţi c¼a putem alege câteva dintre ele, cu suma S, astfel încât

0 � S � m(m+ 1)
2

� n+
p
2n�m:

Adrian Zahariuc

Soluţie. Fie a1 < a2 < ::: < am cele m numere date. Not¼am cu j indicele minim
pentru care

a1 + a2 + :::+ aj �
m(m+ 1)

2
şi cu i indicele maxim pentru care

ai + ai+1 + :::+ aj �
m(m+ 1)

2
:

Notând S = ai + ai+1 + :::+ aj , este îndeplinit¼a prima inegalitate.
Din maximalitatea lui i, avem

S � ai +
m(m+ 1)

2
� 1: (1)

Din minimalitatea lui j, deducem c¼a

a1 + a2 + :::+ aj�1 <
m(m+ 1)

2
� ai + :::+ aj�1 + aj )

aj > a1 + :::+ ai�1 � 1 + 2 + :::+ (i� 1) =
i(i� 1)
2

:
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8 MIHAI B ¼ALUN ¼A, MIHAI MONEA, MARIUS PERIANU, GABRIEL POPA

Dar n � aj , şi prin urmare i <
p
2n+ 1. Rezult¼a c¼a

ai � n�m+ i < n�m+
p
2n+ 1: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) obţinem c¼a, pentru S, este îndeplinit¼a (strict) şi a doua
inegalitate din enunţ.

�

6. EdiŢia V - 27 august 2013

Problema 1. Consider¼am numerele complexe a; b; c, având acelaşi modul. Ar¼a-
taţi c¼a ����ab � b

a

����+ ���ac � c

a

���+ ����bc � cb
���� � 3p3:

Lucian-Georges L¼adunc¼a,ViitoriOlimpici.ro

Soluţie. Fie jaj = jbj = jcj = �. AtunciX����ab � b

a

���� =X����a2 � b2ab

���� = 1

�2

X��a2 � b2�� :
Se consider¼a punctele A

�
a2
�
; B
�
b2
�
şi C

�
c2
�
. Ele sunt situate pe cercul cu centrul

în origine şi raza �2. Relaţia din enunţ se rescrie sub forma

AB +BC + CA � 3�2
p
3:

Vom ar¼ata c¼a în orice triunghi ABC, înscris în cercul de raz¼a R, este adev¼arat¼a
inegalitatea

AB +BC + CA � 3R
p
3:

Într-adev¼ar, via teorema sinusurilor, relaţia precedent¼a revine la

sinA+ sinB + sinC � 3
p
3

2
;

iar aceast fapt rezult¼a din inegalitatea lui Jensen aplicat¼a funçtiei concave

sin : (0; �)! R:
�

Problema 2. Determinaţi numerele reale x 2 (log5 2;+1) cu proprietatea c¼a

(3x + 2)
log5 3 + 2 = (5x � 2)log3 5 :

Marius Perianu, Gazeta Matematic¼a

Soluţie. Ecuaţia din enunţ se poate scrie sub forma

3log5(3
x+2) + 2 = 5log3(5

x�2):

Cu notaţiile y = log5 (3
x + 2) şi z = log3 (5

x � 2), obţinem 3y + 2 = 5z: Deducem
c¼a x = log5 (3

z + 2) şi z = log5 (3
y + 2). Fie funçtia

f : (log5 2;+1)! (log5 2;+1) ; f (t) = log5
�
3t + 2

�
:

Atunci f (x) = y; f (y) = z; f (z) = x:
Funçtia f este strict cresc¼atoare, obţinându-se prin compunere de funçtii

strict cresc¼atoare. Din considerente de simetrie circular¼a, putem presupune �e c¼a
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x � y � z, �e c¼a x � y � z; ne plas¼am în primul caz, cel de-al doilea tratându-se
similar. Rezult¼a c¼a f (x) � f (y) � f (z), adic¼a y � z � x şi, de aici, x = y = z. �

Problema 3.
a) Determinaţi n 2 N�; ştiind c¼a inegalitatea j cosnxj � nj cosxj este adev¼arat¼a

pentru orice x 2 R:
b) Determinaţi x 2 R; ştiind c¼a inegalitatea j cosnxj � nj cosxj este adev¼arat¼a

pentru orice n 2 N�:
Gheorghe Iurea

Soluţie. Pentru x 2 R, consider¼am
P (n) :: j cosnxj � nj cosxj:

Presupunând c¼a P (n) este adev¼arat¼a, vom ar¼ata c¼a şi P (n+ 2) este adev¼arat¼a.
Avem:

j cos (n+ 2)xj = j cosnx � cos 2x� sinnx � sin 2xj �
� j cosnxj � j cos 2xj+ 2j sinxj � j cosxj � j sinnxj �

� j cosnxj+ 2j cosxj � nj cosxj+ 2j cosxj = (n+ 2) j cosxj:
a) Pentru n par, P (n) nu poate � adev¼arat¼a pentru orice x 2 R; de exemplu,

pentru x = �
2 , am obţine 1 � 0, fals. Cum P (1) este adev¼arat¼a (cu egalitate)

pentru orice x 2 R, rezult¼a c¼a P (n) este adev¼arat¼a pentru n impar, oricare ar �
x 2 R:

b) P (n) este adev¼arat¼a oricare ar � n 2 N� pentru acele valori ale lui x
pentru care este adev¼arat¼a P (2); avem deci de rezolvat inecuaţia j cos 2xj � 2j cosxj.
Notând c = j cosxj 2 [0; 1], aceasta revine la �2c � 2c2 � 1 � 2c; : c 2 [0; 1].

Deducem c¼a c 2
hp

3�1
2 ; 1

i
. În �nal, obţinem soluţiile

x 2
[
n2Z

"
n� � arccos

p
3� 1
2

; n� + arccos

p
3� 1
2

#
:

�


