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CONCURSUL VIITORI OLIMPICI

MIHAI BALUNJVX7 MIHAI MONEA, MARIUS PERIANU, GABRIEL POPA

REZUMAT. Acest material are scop prezentarea subiectelor propuse la etapa
finala a Concursului Viitori Olimpici, in edit iile 2010 - 2014

1. INTRODUCERE

Concursul Gazeta Matematica gi Viitori Olimpici, gazduit in ultimii patru ani
de frumosul oras Campulung Muscel, adund in a doua jumatate a lunii august pe
cei care, de-a lungul unui an sgcolar, se dovedesc a fi buni rezolvitori ai problemelor
publicate pe site-ul viitoriolimpici.ro, precum gi in Gazeta Matematica. Acegti elevi
au de rezolvat trei probleme, una dintre acestea fiind selectatd dintre cele publicate
pe site. In plus, concurentii sustin si o prob# oralf. PrezentZm in continuare
subiectele propuse participantilor la cele cinci editii precedente ale concursului si le
uram succes in confruntarea cu problemele editiei a cincea.

2. EpiTiA I -17 AuGgusT 2010

Problema 1. Aritati cd orice submultime cu Tn+1 elemente a multimii {1, 2, ..., 8n}
contine patru numere a, b, ¢ i d astfel incdt alb, blc si c|d.

Solutie. Consideram submultimile multimii {1, 2, ..., 8n} de forma

Cp=1{2k—-1,202k-1), 222k—1), ...}, k=T4n.

Submultimile Co,41, Copnys, ..., Cin contin cite un singur element. In total,
aceste 2n submultimi au 2n elemente. Submultimile C, 11, Cpt2, ..., C2, contin
cate doua elemente, deci in total, aceste n submultimi au 2n elemente.

Raméan 3n + 1 elemente in submultimile Cy, Cs, ..., C),, ceea ce inseamna, con-
form principiului cutiei, cd méacar una dintre aceste multimi contine patru elemente.
In acest moment, concluzia se impune. ([l

Problema 2. Pe o tabla 2n x 2n se afla pietre albe i pietre rosii, cel mult o piatrd
in fiecare patrat 1 x 1. Se executd urmatoarele operatii:

(i) de pe fiecare coloand pe care se afla o piatrd albd se elimind toate pietrele
T0§1%;

(ii) de pe fiecare linie pe care a rdmas o piatrd rogie se elimind toate pietrele
albe.

Aritati cd dintr-una dintre culori au ramas cel mult n? pietre.

Olimpiada Rusia
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Solutie. Dupa executarea celor doud operatii, raman doar linii si coloane monocol-
ore. Fie [, numdarul de linii albe (adicd cele care contin doar pietre albe), [, numarul
de linii rosii, ¢, numarul de coloane albe gi ¢, numarul de coloane rogii. Numarul
de pietre albe poate fi, in final, cel mult [, - ¢, , iar cel de pietre rosii cel mult [, - ¢,
Este sufficient si arftdm ci l, - ¢, < n?saul, - ¢ < n? .

Daci I, + ¢, < 2n, atunci

lo o <lo(2n—1,) :722—(71—la)2 < n.
Dacd I, + ¢, > 2n, rezultd ca
lr+c=4n— (la+ca) < 2n

si, ca mai sus, [, - ¢, < n?. O

Problema 3. Sirul de numere naturale (gr:n)n>0 este definit prin xo =x1 =1 g
Tp+1 = 4z, — xp_1,Yn € N*.
Demonstrati ca, pentru fiecare numar natural n, numdarul 2z, —1 este patrat perfect.
ViitoriOlimpici.ro
Solutie. Solutiile ecuatiei caracteristice sunt

t1g = (21\/3)2.

Termenul general al sirului are forma
Tp = 117 + cathy

si, tindnd seama de conditia xg = x1 = 1, identificim constantele ¢; si ¢o, obtiem
1 2n—1 2n—1
so= g ((4v8)" e 2-ve)"T).
Dar 24+ /3 = % (\/gi 1)2, deci vom avea

2y —1 = — ((\/§+1)4"_2+(\/§—1)4n_2>—1

:227

2

2n—1 2n—1
(a+V3)TT (-3
= 5
Raméne de aratat cd numarul din paranteza este natural. Evident cid acest
numar este rational, iar divizibilitatea cu 2" se dovedegte, de exemplu, prin in-

ductie, folosind faptul ci expresia de la numaérator, fie ea as,_1, satisface relatia de
recurentd a, — 2a,—1 — 2a,—2 = 0. ([l
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3. EpITIA IT - 19 AUGUST 2011

Problema 1. Se considera numerele reale a1, as, asz §i numerele complexe nenule
21, 22, z3 astfel incdt |z1| = |z0| = |23]| =1 i

Determinati valorile posibile ale numarului |a1z1 + asze + aszs).
ViitoriOlimpici.ro
Solutie. Avem
2 2 2
2123 + 2521 + 2329 = 212223.
Apoi, prin conjugarea relatiei

21 22 Z3
—+ =4+ ==1,
zZ2 z3 21
obtinem
w m
—+=4+==1,
zZ2 z3 21
de unde . . .
2 3 1
-+ =4+ —=1,
Z1 %) z3
adici

2 2 2
2321 + 2122 + 2523 = 212223.
Din aceste doua egalitati deducem ca

E 2323 — 232 = 0,

prin urmare
(21 — 22) (22 — 23) (23 — 21) = 0.
Rezulta ca sunt posibile doar urmatoarele trei situatii:

. / 2

1) 21 = 29 :>z%—|—z§ = 0= 23 = +iz; = |a121 + a222 + azzs| = /(a1 + a2)” + a?;
) / 2

2) z9 = 23 ézf+z§:0:>zl = tizg = |a121 + a2z + azzz| = /(a3 + a2)” + a¥;

. 2
3) 21 =23 = 28 +25 = 0= 20 = Fiz; = |a121 + a20 +azzz| = £/ (a3 + a1) +a3.
|

Problema 2. Se considerd n > 3 puncte, oricare trei necoliniare. Se traseazd
C?_| +1 segmente, avand capetele in puncte dintre cele considerate. Ardtati cd ori-
care doud puncte pot fi unite printr-o linie poligonald formata din segmente trasate.

Marius Perianu

Solutie. Presupunem prin absurd ca existd dous puncte A gi B care nu pot fi unite
printr-o linie poligonald formatd din segmentele trasate. Notdm cu V (A) mulfimea
punctelor care pot fi unite prin linii poligonale cu A (inclusiv punctul A) si fie
k= |V (A)| numarul de varfuri. Deoarece B ¢ V (A), rezultd cd k <n — 1.

Aratam ca celelalte n — k puncte nu sunt unite prin segmente cu puncte din
V (A). intr-adevér, dacd C € V (A), D ¢ V (A) si punctele C,D sunt unite printr-
un segment, atunci o linie poligonald de la A la C se poate prelungi la o linie
poligonald de la A la D, contradictie cu D ¢ V (A).

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro
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Astfel, numérul segmentelor netrasate (numéarul perechilor de puncte intre care
nu s-a trasat un segment) este N > k(n—k) > n — 1, iar al celor trasate este
C2_,+1.

n—1)(n—-2
AU e

segmente, ceea ce este fals, deoarece intre n puncte se pot trasa C? segmente. [

In total, am avea cel putin n—1+C% | +1=n—1+

Problema 3. Fien € N, n > 2, si a; =1 < ag < ... < ay(,) toalte numerele
relativ prime cu m, mai mici decdt n. Aratati ca numerele ay, ag, ..., Gyy) Sunt in
progresie aritmetica daca st numai daca n este 6 sau numar prim sau o putere a
lus 2.

Laurentiuv Panaitopol
Solutie. Dacd n € {6} U {2¥ | k € N* } sau este numar prim, atunci

a1, A2, -y Qp(n)

sunt in progresie aritmetica.
Reciproc, dacd a1, az, ..., Gy(n) sunt in progresie aritmetica, atunci:
a) dacdl ¢ (n) =1, atunci n = 2, iar dacd ¢ (n) = 2, atunci n = 3,4, 6;
b) dacd ¢ (n) > 3, avem situatiile:
e dacd ay = 2, atunci n este prim;
e dacd as = 3, atunci a, =2k — 1, k = 1, (n), de unde rezultd cd n este o
putere a lui 2;
e daci as > 4, atunci, deoarece ay > 3 , rezultd 3 | n si 3 1 ay. Dar
a3 = 2a3 — a1 = 2a9 — 1, i cum 31 a3, rezultd as = 1 (mod 3).
Dar n —1 = aym) = a1+ (@ (n) = 1) (a2 —a1) = 1+ (¢ (n) — 1) (a2 — 1), deci
n=2+(¢(n) —1)(ag — 1). De aici, cum as = 1 (mod 3), rezultd cd n = 2 (mod 3),
fals, intrucat 3 | n. O

4. EpiTia III - 22 AuGguUsT 2012

Problema 1. Spunem ca un numdar complex z are proprietatea P dacd exista
m,,n, numere naturale, nu ambele nule, astfel incat

2" = (142)" = 1.

a) Determinati numerele complexe cu proprietatea P;
b) Pentru fiecare z cu proprietatea P, determinati perechile (m.,n,) corespun-
zatoare pentru care m, +n, = 2012.

ViitoriOlimpici.ro
Solutie. a) Fie ¢, = cos 2T + isin 2" radicina primitivd de ordin n a unitétii.
Elementele multimilor A,, = {Cn — 1,(2 —-1,.., Cz_l — 1} ,n € Nn > 2 au propri-
etatea P (lud8m m, = 0). De asemenea, elementele multimilor

Bm = {Lé-mv 472717 ey Cz_l} \ {_1} ’

m € N;m > 2 au proprietatea P (luim n, =0 ).
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In cazul in care m.,n, sunt ambele nenule, atunci z € C' (0,1)NC (M, 1) , unde
M este punctul de afix —1 , prin urmare z € {Cg,Cg} . In concluzie, numerele
complexe care au proprietatea P sunt cele din

(n§2 An) Y (mOQQ Bm) '

b) Daci n > 2 este divizor al lui 2012 si z € A,, , atunci (m,, n,) = (0,2012); pen-

tru celelalte elemente din OL<J>2 A, nu existd perechi (m,,n.) cu proprietatea ceruta.
n=

La fel, dac& m > 2 este divizor al lui 2012 si z € B,, , atunci (m,,n,) = (2012,0)

; pentru celelalte elemente din (EJO B, nu existd perechi (m,,n,) cu proprietatea

m=2
ceruta.
Daca z € {(3,C§} , nu existd perechi (m,,n,) cu ambele componente nenule:
suma m, + n, se divide cu 3, in timp ce 2012 nu se divide cu 3. O

Problema 2. Fie ABCD un patrat de centru O. Daca P € [AD] , demonstrati ci
existd punctele M € [AB] ¢i N € [BC| astfel incat O este ortocentrul triunghiului
MNP daca si numai dacd 3AP > 2AD.

Gabriel Popa si Paul Georgescu

Solutie. Raportam planul la un reper cartezian astfel incét
O (070) ;A(_]-v _1) 7B (17 _1) ; C(]-v ]-) ;D (_17 1) .

Fie M (a,—1),N (1,b), P (—1,¢) puncte cu proprietatea ci O este ortocentrul tri-
unghiului MNP. Din OPLMN si OM LPN rezulti ¢t OP - MN = 0 , respectiv
— — — — — —
OM-PN =0. Cum OP(-1,¢),MN (1 —a,b+1),0M (a,—1),PN (2,b—c¢) ,
obtinem ca a — 1+ bc + ¢ = 0, respectiv 2a — b+ ¢ = 0 . Eliminand a intre cele
doud relatii, deducem c& 2 — ¢ = b (2¢+ 1).

Situatia ¢ = —% conduce la o contadictie, deci putem scrie b = 22;61'
conditia —1 < b < 1 i rezulta ca c € [%, 1] , prin urmare 3AP > 2AD .

Reciproc, sd presupunem ca 3AP > 2AD | adica ¢ € [%7 1] . Atunci b =

Impunem

2—c
2c+1
b—c 1—c—c?

[—1,1] , far a = 5% = 555~ € [ —1,1] , dupd cum se constata usor. Punctele

M (156”;1"2 , —1) si N (1, 22@;;1) completeazd un triunghi M N P al cérui ortocentru

este O. O

€

Problema 3. Demonstrali ci nu exista functii f : R — R pentru care sa fie
indeplinite, simultan, conditiile:

(1) f(1)=1;
(i) existda M > 0 astfel tncit —M < f (z) < M,Vz € R;

(i) f(z+ %)= f(@) + (f (1)), Ve e R",
Olimpiada Iran
Solutie. Luand x = 1 in (iii) obtinem c& f(2) = 2, prin urmare M > 2 . Fie

n € N* cel mai mic numdr natural cu proprietatea ¢ f () < n,Vz € R* ; avem ci
n>2.

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro
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Putem géasi a € R* astfel incat f (a)

JC e

n — 1 si atunci

a
prin urmare f (%) > —1. Aplicand (iii) pentru x = % , obtinem ca
1 1
(=17 < (f@ =1 (G 4a) -1 (5) <n-t
Deducem ci n € {1,2} si astfel am ajuns la o contradictie. O

5. Epitia IV - 23 AuGgusT 2013

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule n pentru care se poate con-
strut o multime de numere complexe M, avind n elemente, cu proprietatile:
(i) |z| =1, oricare ar fi z € M;
(il) > z=0;
zeM
(iii) z +w # 0, oricare ar fi z,w € M.

ViitoriOlimpici.ro

Solutie. Evident, valorile n =1 gi n = 2 nu convin. Orice numéar impar n > 3 este
bun: alegem M ={z€ C | z" = 1}.

Valoarea n = 4 nu convine: dacd M = {a,b, ¢, d}, atunci a,b, ¢, d vor fi afixele
varfurilor unui patrulater inscriptibil ABCD. Notdm cu P (p) si @ (¢) mijloacele
laturilor AB, respectiv CD. Cum 2p = a+bsi 2¢ = ¢+d, conditiaa+b+c+d =0
aratd cd O este mijlocul segmentului P@Q. Diametrul care trece prin mijlocul unei
coarde (care nu este ea insdsi diametru) este perpendicular pe acea coardd, prin
urmare P(@ este perpendiculard atat pe AB, cat si pe CD si O se afld la egala
distantd de aceste doud coarde. Rezultd cd patrulaterul ABCD este dreptunghi,
ceea ce contrazice (iii).

Orice numar par n > 6 este bun: alegem

M={zeC|2"?=1}Uu{wz | 2* =1},

unde w =cosa+isina, cua ¢ {rr | r€Q }.
in concluzie, n € N\{0,1,2,4}. O

Problema 2.
a) Fie ABCD un patrulater conver. Aratati ca discurile avand ca diametre
laturile AB, BC, CD i DA acopera in intregime interiorul patrulaterului ABCD.

Gazeta Matematica 6-7-8/2013

b) Fie ABCD un patrulater. Demonstrati ca discurile avind ca diametre seg-
mentele AB, AC si AD acopera in intregime interiorul triunghivlui BCD.

Solutie. a) Fie M un punct in interiorul patrulaterului ABCD; atunci

LAMB+ ZBMC + ZCMD + ZDM A = 360°.

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro
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Rezulta ca cel putin unul dintre cele patru unghiuri are masura de macar 90°.
Dacd ZAM B este un astfel de unghi, M apartine discului de diametru AB si, de
aici, cerinta problemei.

b) Notdm cu P, @ si R proiectiile varfului A pe dreptele BC, CD respectiv
DB. Indiferent de natura patrulaterului ABCD (convex sau concav), patrulaterele
de varfuri BPAR, CPAQ si DQAR sunt inscrise in cercurile de diametre AB, AC
respectiv AD gi, impreuna cu interioarele lor, acopera interiorul triunghiului BCD.
Cu atat mai mult, discurile avand ca diametre segmentele AB, AC si AD vor acoperi
interiorul triunghiului BCD. (]

Solutie alternativa. Vom demonstra mai intdi urmétoarea: (I

Lema. Daca ABC este un triunghi oarecare, discurile avand ca diametre laturile
AB gi AC acopera in intregime interiorul triunghiului.

Demonstratia lemei. Fie D proiectia punctului A pe dreapta BC. Daca D se afli
in interiorul segmentului BC, atunci interiorul tringhiului ABD este acoperit de
discul de diametru AB iar interiorul tringhiului ACD este acoperit de discul de
diametru AC. Daci D se afli pe semidreapta opusd semidreptei (BC, interiorul
tringhiului ABC' este acoperit de discul de diametru AC. in sfargit, daca D se afla
pe semidreapta opusé semidreptei (CB, interiorul tringhiului ABC' este acoperit de
discul de diametru AB; cu aceasta, demonstratia lemei este completa.

Ambele cerinte ale problemei sunt simple consecinte ale lemei. La b), se impune
tratarea separatd a cazului in care interiorul triunghiului BCD nu este inclus in
interiorul patrulaterului ABCD. O

Problema 3. Se dau m numere naturale distincte din multimea {1;2;...;n}.
Demonstrati ca putem alege cdteva dintre ele, cu suma S, astfel incdt

1
OSSfm(miH <n++vV2n-—m.
Adrian Zahariuc

Solutie. Fie a1 < az < ... < a,, cele m numere date. Notam cu j indicele minim
pentru care

m(m +1
al+a2+...+a]‘ Z %
si cu ¢ indicele maxim pentru care
m(m + 1)

a; + a1+ ... +a; = 2

Notand S = a; + @41 + ... + a;, este indeplinita prima inegalitate.
Din maximalitatea lui 4, avem

1
Sgai—i—%—l. (1)
Din minimalitatea lui j, deducem ca
m(m+1)
al—l—ag—i-...—&—aj,l < # Sai—i—...—&—aj,l —i—aj =
. i(i—1
a; >a1+...+ai_121+2+...+(271):%.
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Dar n > a;, si prin urmare 7 < v2n + 1. Rezulta ca
a;<n—-m+i<n—m+vV2n+1l. (2)

Din relatiile (1) si (2) obtinem c&, pentru S, este indeplinitd (strict) si a doua
inegalitate din enunt.
O

6. EpiTIA V - 27 AUGUST 2013

Problema 1. Consideram numerele compleze a, b, c, avind acelagi modul. Ara-

tatli ca
a b

< 3V3.
b a

Lucian-Georges Ladunca, ViitoriOlimpici.ro

n b_e
c b

a c
-+
& a

Solutie. Fie |a| = |b| = |c| = p. Atunci

b 2 —p? 1
R e o e R S

b a

Se considerd punctele A (ag) , B (b2) siC (02). Ele sunt situate pe cercul cu centrul
in origine si raza p?. Relatia din enunt se rescrie sub forma

AB + BC + CA < 3p°V3.

Vom arata cd in orice triunghi ABC, inscris in cercul de razd R, este adevirata
inegalitatea

Z_Z e

AB + BC + CA < 3RV3.

Intr-adevar, via teorema sinusurilor, relatia precedenta revine la

3v3
sinA+sinB +sinC < \2—[,

iar aceast fapt rezulta din inegalitatea lui Jensen aplicatd functiei concave
sin : (0, ) — R.
O

Problema 2. Determinati numerele reale x € (logs 2, +00) cu proprietatea ca
(3% 4 2)1°85% L 2 = (57 — 2)'8s5
Marius Perianu, Gazeta Matematica
Solutie. Ecuatia din enunt se poate scrie sub forma
3logs(3742) 4 o __ plogs(5"~2)
Cu notatiile y = logy (3" + 2) si z = logg (5 — 2), obtinem 3¥ 4+ 2 = 5%, Deducem
cd z =logs (3% + 2) si z = logs (3Y + 2). Fie functia
[+ (logs 2,400) — (logs 2, +00) , f (t) = logs (3" +2) .

Atunci f(z) =y, f(y) =2, f(2) = 2.

Functia f este strict crescatoare, obtindndu-se prin compunere de functii
strict crescétoare. Din considerente de simetrie circulard, putem presupune fie ci

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



Vl ItO I‘IO I | m p | C| A I'O Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

CONCURSUL VIITORI OLIMPICI 9

x <y<z fiecar >y > 2z ne plasam in primul caz, cel de-al doilea tratdndu-se
similar. Rezultd ca f (z) < f(y) < f(2),adicdy <z <z gi,deaici,z =y =2 O

Problema 3.
a) Determinati n € N*, gtiind cd inegalitatea | cosnz| < n|cosz| este adevaratd
pentru orice x € R.
b) Determinati x € R, stiind cd inegalitatea | cosnz| < n|cosz| este adevarata
pentru orice n € N*.
Gheorghe Iurea
Solutie. Pentru x € R, consideram
P (n) :: |cosnz| < n|cosz|.
Presupunand cd P (n) este adeviratd, vom ardta cd si P (n + 2) este adevirata.
Avem:
|cos (n + 2) x| = | cosnz - cos 2z — sinnx - sin 2z| <
< |cosnx| - |cos2x| + 2|sinx| - | cosz| - | sinnz| <
< |cosnz|+ 2| cosz| < n|cosz|+ 2|cosz| = (n+ 2) | cosz.
a) Pentru n par, P (n) nu poate fi adeviratd pentru orice z € R; de exemplu,
pentru = 7, am obtine 1 < 0, fals. Cum P (1) este adevdrata (cu egalitate)

pentru orice € R, rezultd ca P (n) este adeviratd pentru n impar, oricare ar fi
reR.

b) P(n) este adevdratd oricare ar fi n € N* pentru acele valori ale lui x
pentru care este adevaratd P (2); avem deci de rezolvat inecuatia | cos 2z| < 2| cos z|.
Notand ¢ = |cosz| € [0,1], aceasta revine la —2¢ < 2¢2 — 1 < 2¢,: ¢ € [0,1].

Deducem ca c € [‘/‘3’2’1, 1] . In final, obtinem solutiile

3—1 3—1
T € U |"II7T — arccos fQ ,nm + arccos 9
neZ
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