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SOLUTIE Problema 3

Problema 3. Daca r este un numar rational dat, aflati toate numerele intregi z
pentru care
27 +2 =12

Olimpiada Elvetia, 2011

Solutie:

Daca z > 0, membrul stang este un numar natural, deci trebuie ca r sa fie un
numar intreg.

e Daca z > 2, membrul stang este par dar nu este divizibil cu 4, deci nu este patrat
perfect. Prin urmare nu putem avea solutie z > 2.

e Dacii z = 1, obtinem 7? = 4, deci z = 1 este solutie daca r € {2, 2}.

e Daca z = 0 obtinem r? = 3, imposibil cu r rational.

e Daca z < 0 este par, z = —2k, k € N* ajungem la 5% + 2 = 7%, adica
1 + 22k+1

la o r?. Trebuie asadar ca 1 + 2%*! s fie patrat perfect. Daca

1+ 2%+ = m? atunci 22**! = (m — 1)(m + 1). Deoarece (m — 1, m+1) € {1,2},

deducem ca m — 1 = 2, deci k = 1. Asadar z = —2 este solutie a ecuatiei daca
c 3 3

r —=, = /.
272
1+ 22k+2

e Daca z < 0 este impar, z = =2k — 1, & € N, ajungem la o = r?, adica
2+ 22I<:+3

la “omiz = r?. Trebuie agadar ca 2 + 223 s fie patrat perfect, ceea ce nu se

poate deoarece 2 + 2263 da restul 2 la impértirea cu 4.

In concluzie:

e daca r € {—2, 2} atunci ecuatia are solutia unica z = 1;
y 3 : : : .

e dacar € 35 atunci ecuatia are solutia unica z = —2;

e in toate celelalte cazuri ecuatia nu are solutii.
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