Problema 3
ViitoriOlimpici.ro Etapa 6
Clasa a X-a

Problema 3. Determinati functiile f :R — R cu proprietatea ca

xf(x+y)+yf(y=x)=f2(x)+ f2(y),
pentru orice X,y eR.
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Solutie.
Pentru x=y=0 obtinem 0=2f%(0), deci f(0)=0. Facand doar y=0, obtinem

xf (x)=f?(x), de unde f (x)(x— f (x))=0, pentru orice x € R. Rezulti ca
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Vom determina multimea E. Pentru y=x avem xf(2x)=2f*(x), VxeR, iar
pentru x =-y gasim yf (2y)=f*(-y)+ f?(y), VyeR.Rezultd f?(—x)=f?(x), vxeR.

Inlocuind x cu-x, relatia din enunt devine —xf (y—x)+yf (y+x)=f?(-x)+ f*(y),
deci —xf (y—x)+yf (y+x)=f?(x)+ f?(y), care impreuni cu relatia din enunt conduce la

(x2+y2)- f(x+ y):(x+y)(f2(x)+ fz(y)), vx,yeR. (1)

Cum OeE, avem de tratat doud cazuri: E={0} sau E\{0}#O. Dacd E={0},
obtinem imediat f (x)=X, VxeR.Daca E\{0} =, atunci exista a=0 asa incit f(a)=0.
In relatia (1) punem y=a-x si obtinem a(fz(x)+ fz(a—x)):O. Cum a=#0 rezultd ca
f2(x)+ f?(a—x)=0, vxeR,deci f(x)=0, VxeR.

In concluzie, functiile cdutate sunt f, (x)=x, VxeR si f(x)=0, VxeR.
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