Problema 2
ViitoriOlimpici.ro Etapa 5
Clasa a X-a

Problema 2. Determinati valoarea maxima a produsului sin® x-cos® x, unde xeR.
Pentru cate numere X €(0,2023) se atinge acest maxim?

Se considerd cunoscute primele cinci zecimale exacte ale numerelor = si sin 2023,
adica 7 =3,14159... si sin 2023 =-0,18460....
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Solutie.
Vom folosi urmatorul rezultat binecunoscut, consecinta a inegalitatii mediilor:
Lema. Valoarea maxima a unui produs de n factori pozitivi ce au suma constanta s este

n
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(—j si se atinge doar atunci cand toti cei n factori sunt egali.

n

Demonstratia lemei: Fie X,X,, ..., X, >0 astfel incat X +X,+ ... +X, =S si P=XX,...X,.

X, 4+ Xy + o + X,
n

, iar de aici obtinem

Conform inegalitatii mediilor avem /X X,...X, <

n
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P< (—j . Cum 1n inegalitatea mediilor avem egalitate daca si numai daca toate numerele
n

n
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sunt egale, rezulta ca valoarea maxima a lui P este (—J si se atinge daca si numai daca
n

X

N
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Revenind la cerinta problemei, notim Q-=sin*x.cos°x si avem

3 sin?x sin®Xx cos®Xx €os®X cos® X
2 2 3 3

unde P este un produs de cinci factori pozitivi, suma celor cinci factori fiind constanta

Q =sin® x-sin® x-cos” X - cos® X - cos” X = 2° =108P,

. . sin®x cos? X
pentru ca 2- > +3- 3

5 - 2 2
y 1 108 . N . . A SIN“X _ cos® X
Q este egald cu 108-(g] = si este atinsa numai atunci cand = .

=1. Conform lemei rezulta ca valoarea maxima a produsului
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Rezultd ca valoarea maxima a lui Q este atinsa daca si numai daca sin“ x =z si

cos’ x:g, adica sinx:i\/g si cosx:i\/g In intervalul [0,27] gisim patru astfel de

.2 .2 .2 .2
numere: X, = arcsin \/g X, =7z—arcsm\/g, X, =7r+arcsm\/; si X, =27z—arcsm\/g.

~
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2023

Trebuie si vedem de céte ori ,intrd” [0,27] in [0,2023]. Folosind aproximari

2023
27

obtinem ca [ } =321 si 2023=t+321-27, unde t e(X,,27).

In concluzie, valoarea maximid a produsului sin*x-cos®x este atinsi pentru
4.321+4=1288 numere x €(0,2023).
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