Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro
Etapa finala
Campulung Muscel, 15 august 2018
ClasaalX-a

Problema 1. Fie ABC'D un patrulater convex cu lungimile laturilor AB = a,
BC =CD = DA =1b. Sa se arate ca A+ B < 180° daca si numai daca a > b.
Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2018
Solutie. Observam mai intai c4, in conditiile problemei, avem A+B = 180° <=
AD || BC <= ABCD romb <= a=15b.
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Daca A+ B < 180°, presupunem prin absurd ca a < b. Cu notatiile din figura
avem:

- in triunghiul ABC,a<b=>t<u=zx+t<z4+u=C<A

- in triunghiul ABD, a < b= z2<v=y+z<y+v=D<B

Asadar C+ D < A+ B < 180°, ceea ce contrazice A+ B + C + D = 360°

Reciproc, dacd a > b, atunci:

- in triunghiul ABC,a >b=>t>u=zx+t>c+u=0C>A

- in triunghiul ABD, a >b=z2>v=y+z2z>y+v=D>B

Asadar C+D > A+ Bsi, cum A+ B+ C+ D = 360° rezulta ca A+ B < 180°.

Problema 2. Fie z un numar real. Ardtati ca sirul ({nz}),>1 este monoton
daca si numai daca z € Z.

(Prin {a} s-a notat partea fractionara a numérului real a).

ViitoriOlimpici, problema 2, etapa 4

Solutie. Fie (ay)n>1,a, = {nx} sirul din enunt. Daci z € Z atunci nx € Z,Vn €
N* si atunci a,, = 0,Vn € N*. Orice sir constant este monoton.

Reciproc, sd presupunem c sirul (a,),>1 este monoton. Atunci avem (I) a1 —
a, = 0,Vn € N* sau (II) ap41 — a, < 0,Vn € N*,

Dacd [z] = a si {z} = b, atunci * = a + b,a € Z,b € [0,1). Din {nz} =
{na +nb} = {nb} rezulta a,, = {nb},Vn € N* si apy1 —a, = b+ [nb] — [(n +
1)b],¥n € N*.

Avem nb—1 < [nb] < nbsi —nb —b < —[(n+ 1)b] < —nb — b+ 1 de unde, prin
adunare, —b—1 < [nb] — [(n+1)b] < =b+1. Cum b € [0,1) si [nb] —[(n+1)b] € Z
rezultd cd [nb] — [(n+ 1)b] € {0, —1},Vn € N*,

Prin urmare, a,+1 — a, € {b,b — 1},Vn € N*.

Daci existd m € N* pentru care a,,41 — @, = 0, atunci 0 € {b,b — 1} si, cum
b € [0,1), obtinem b = 0, adici € Z. In caz contrar avem de analizat doua
cazuri:

Cazul I. apq1 —a, > 0,Vn € N*. Atunci a,41 — a, = b,Vn € N*, adica sirul
(an)nen+ este o progresie aritmeticd cu ratia b > 0. Obtinem a,, = nb,Vn € N*.

Cum a, € [0,1),Vn € N*, deducem ci n < %, Vn € N*, absurd!
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Cazul 1. ay+1 —a, < 0,¥Vn € N*. Atunci a1 —a, =b—1, Vn € N* adica sirul
(ay)en+ este o progresie aritmeticd cu ratia b— 1. Obtinem a, =n(b—1)+1,Vn €

N*. Cum a, € [0,1),Vn € N*, deducem ci n < = b,Vn e N*, absurd!

Problema 3. Fie f : (0,00) — (0, 00) o functie cu proprietatea cd f(z)+ f(y) >
2f(a +4).r.y € (0,50).
a) Demonstrati ca Vz,y,z € (0,00) are loc inegalitatea f(x) + f(y) + f(z) >
3f(x+y+2).
b) Demonstrati cd Vn € N, n > 4 si Vi, 29, ..., 2, € (0,00) are loc inegalitatea
f(x1) + f(a2) + +f(37n)>n f(371+362+ ).
Mihai Piticar:
Solutie. a) Pentru orice x,y, z € (0,00) au loc relatiile:
fl@)+ fly) +2f(2) 2 2f(z +y) +2f(z) 2 4f(z +y +=2)
f)+ f(2) +2f(x) 2 2f(y + 2) +2f(z) 2 4f(x +y + 2)
fG)+ f2) +2f(y) =2 2f(z +2) +2f(y) 2 4f(z +y + 2)
Adundm membru cu membru cele trei inegalitati si obtinem 4(f(z)+ f(y)+f(z)) =
12f(x +y + z), de unde rezultd imediat concluzia.
b) Fiecin € N, n > 4siay,aq,...,a, € (0,00). Folosind succesiv inegalitatea
din enunt, putem scrie:
flay) + flag) +2f (az) + 22 f(as) + ... + 2772 f(an) >
> 2[f (a1 + az) + f(as)] + 2 f(aa) + ... + 2" f(an) >
;22~[f(a1—|—a2+a3)+f(a4)]—|—...+2” *flan) >
> 2" [flar+az+ ..+ ano1) + flan)] >
> 2" flag +ag + ...+ ay).
Avem asadar inegalitatea:

fla)+flag)+2f(as)+22 f(as)+.. +2" 2 f(a,) = 2" flay +ag + ... +ay). (%)

In (%) inlocuim, pe rand, numerele ai,as,...,a, cu toate permutarile multimii
{21, 29, ..., 2.} siapoi adunim cele n! inegalititi obtinute. In membrul drept vom
avea n!-2" 1. f(z1 + 29 + ... 4+ z,), iar in membrul stang sumam “pe coloane”. Pe
fiecare din primele doua Coloane termenul f(z;) apare de (n — 1)! ori iar, pentru
j > 3, pe coloana j termenul 2/~ 2f(9c,) apare exact de (n — 1)! ori.

Obtlnem asfel inegalitatea:

(n—1)! Zf 2)) (L 14+24+22 4. 427 = nl- 2" flag +ag ...+ 1),

Dacd tinem cont ¢d 1+ 142+ 2%+ ... +2"2 =2""! din ultima relatie obtinem

f(x1) + f(x2) +...+f(:1:n) > n-f(:z:l +xo4...+x,) (qed.)





