
Clasa a IX-a

Problema 1. Fie ABCD un patrulater convex cu lungimile laturilor AB = a,
BC = CD = DA = b. S  se arate c  A+B 6 180◦ dac  ³i numai dac  a > b.
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Solut
,
ie. Observ m mai întâi c , în condit

,
iile problemei, avem A+B = 180◦ ⇐⇒

AD ∥ BC ⇐⇒ ABCD romb ⇐⇒ a = b .
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Dac  A + B < 180◦, presupunem prin absurd c  a < b. Cu notat
,
iile din �gur 

avem:
- în triunghiul ABC, a < b ⇒ t < u ⇒ x+ t < x+ u ⇒ C < A
- în triunghiul ABD, a < b ⇒ z < v ⇒ y + z < y + v ⇒ D < B
As

,
adar C +D < A+B < 180◦, ceea ce contrazice A+B + C +D = 360◦

Reciproc, dac  a > b, atunci:
- în triunghiul ABC, a > b ⇒ t > u ⇒ x+ t > x+ u ⇒ C > A
- în triunghiul ABD, a > b ⇒ z > v ⇒ y + z > y + v ⇒ D > B
As

,
adar C+D > A+B s

,
i, cum A+B+C+D = 360◦ rezult  c  A+B < 180◦.

Problema 2. Fie x un num r real. Ar tat
,
i c  s

,
irul ({nx})n>1 este monoton

dac  s
,
i numai dac  x ∈ Z.

(Prin {a} s-a notat partea fract
,
ionar  a num rului real a).

ViitoriOlimpici, problema 2, etapa 4

Solut
,
ie. Fie (an)n>1, an = {nx} s

,
irul din enunt

,
. Dac  x ∈ Z atunci nx ∈ Z,∀n ∈

N∗ s
,
i atunci an = 0, ∀n ∈ N∗. Orice s

,
ir constant este monoton.

Reciproc, s  presupunem c  s
,
irul (an)n>1 este monoton. Atunci avem (I) an+1−

an > 0,∀n ∈ N∗ sau (II) an+1 − an 6 0,∀n ∈ N∗.
Dac  [x] = a s

,
i {x} = b, atunci x = a + b, a ∈ Z, b ∈ [0, 1). Din {nx} =

{na+ nb} = {nb} rezult  an = {nb}, ∀n ∈ N∗ s
,
i an+1 − an = b + [nb] − [(n +

1)b],∀n ∈ N∗.
Avem nb− 1 < [nb] 6 nb s

,
i −nb− b 6 −[(n+ 1)b] < −nb− b+ 1 de unde, prin

adunare, −b−1 < [nb]− [(n+1)b] < −b+1. Cum b ∈ [0, 1) s
,
i [nb]− [(n+1)b] ∈ Z

rezult  c  [nb]− [(n+ 1)b] ∈ {0,−1},∀n ∈ N∗.
Prin urmare, an+1 − an ∈ {b, b− 1},∀n ∈ N∗.
Dac  exist  m ∈ N∗ pentru care am+1 − am = 0, atunci 0 ∈ {b, b − 1} s

,
i, cum

b ∈ [0, 1), obt
,
inem b = 0, adic  x ∈ Z. În caz contrar avem de analizat dou 

cazuri:
Cazul I. an+1 − an > 0, ∀n ∈ N∗. Atunci an+1 − an = b,∀n ∈ N∗, adic  s

,
irul

(an)n∈N∗ este o progresie aritmetic  cu rat
,
ia b > 0. Obt

,
inem an = nb, ∀n ∈ N∗.

Cum an ∈ [0, 1), ∀n ∈ N∗, deducem c  n < 1
b
, ∀n ∈ N∗, absurd!
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Cazul II. an+1−an < 0,∀n ∈ N∗. Atunci an+1−an = b−1 , ∀n ∈ N∗ adic  s
,
irul

(an)∈N∗ este o progresie aritmetic  cu rat
,
ia b−1. Obt

,
inem an = n(b−1)+1,∀n ∈

N∗. Cum an ∈ [0, 1),∀n ∈ N∗, deducem c  n 6 1
1−b

, ∀n ∈ N∗, absurd!

Problema 3. Fie f : (0,∞) → (0,∞) o funct
,
ie cu proprietatea c  f(x)+f(y) >

2f(x+ y),∀x, y ∈ (0,∞).
a) Demonstrat

,
i c  ∀x, y, z ∈ (0,∞) are loc inegalitatea f(x) + f(y) + f(z) >

3f(x+ y + z).
b) Demonstrat

,
i c  ∀n ∈ N, n > 4 s

,
i ∀x1, x2, . . . , xn ∈ (0,∞) are loc inegalitatea

f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn) > n · f(x1 + x2 + . . .+ xn).
Mihai Piticari

Solut
,
ie. a) Pentru orice x, y, z ∈ (0,∞) au loc relat

,
iile:

f(x) + f(y) + 2f(z) > 2f(x+ y) + 2f(z) > 4f(x+ y + z)

f(y) + f(z) + 2f(x) > 2f(y + z) + 2f(x) > 4f(x+ y + z)

f(z) + f(x) + 2f(y) > 2f(z + x) + 2f(y) > 4f(x+ y + z)

Adun m membru cu membru cele trei inegalit t
,
i s

,
i obt

,
inem 4(f(x)+f(y)+f(z)) >

12f(x+ y + z), de unde rezult  imediat concluzia.
b) Fie c  n ∈ N, n > 4 s

,
i a1, a2, . . . , an ∈ (0,∞). Folosind succesiv inegalitatea

din enunt
,
, putem scrie:

f(a1) + f(a2) + 2f(a3) + 22f(a4) + . . .+ 2n−2f(an) >
> 2[f(a1 + a2) + f(a3)] + 22f(a4) + . . .+ 2n−2f(an) >
> 22 · [f(a1 + a2 + a3) + f(a4)] + . . .+ 2n−2f(an) >

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

> 2n−2 · [f(a1 + a2 + . . .+ an−1) + f(an)] >
> 2n−1 · f(a1 + a2 + . . .+ an).

Avem as
,
adar inegalitatea:

f(a1)+f(a2)+2f(a3)+22f(a4)+. . .+2n−2f(an) > 2n−1·f(a1 + a2 + . . .+ an). (∗)
În (∗) înlocuim, pe rând, numerele a1, a2, . . . , an cu toate permut rile mult

,
imii

{x1, x2, . . . , xn} s
,
i apoi adun m cele n! inegalit t

,
i obt

,
inute. În membrul drept vom

avea n! ·2n−1 ·f(x1 + x2 + . . .+ xn), iar în membrul stâng sum m �pe coloane�. Pe
�ecare din primele dou  coloane, termenul f(xi) apare de (n− 1)! ori iar, pentru
j > 3, pe coloana j termenul 2j−2f(xi) apare exact de (n− 1)! ori.

Obt
,
inem asfel inegalitatea:

(n− 1)!
( n∑

i=1

f(xi)
)
· (1 + 1 + 2 + 22 + . . .+ 2n−2) > n! · 2n−1f(x1 + x2 + . . .+ xn).

Dac  t
,
inem cont c  1 + 1+ 2+ 22 + . . .+ 2n−2 = 2n−1, din ultima relat

,
ie obt

,
inem

f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn) > n · f(x1 + x2 + . . .+ xn) (q.e.d.)




