( Solutia problemei 2, Clasa a Vll-a
Etapa 1, Editia a Vll-a
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Problema 2. Fie a,b si ¢ numere reale astfel incat |[a — b| > |¢|, |b — | > |a
si |c — al > |b|. Demonstrati ca unul dintre numerele a, b si ¢ este egal cu suma
celorlalte doua numere.

test Franta pentru juniori, 2015

Solutia 1:

Relatiile date sunt simetrice in variabilele a, b, c. In plus, relatiile nu se modifica
daca schimbam simultan semnele tuturor variabilelor. Putem astfel sa restrangem
studiul la cazurile:

I. toate variabilele nenegative si

I1. doua variabile sunt nenegative iar cea de-a treia negativa.

Din simetrie, putem presupune a > b > ¢, astfel ca vom avea de studiat cazurile:
IL.a>b>c>0sill.a>b0>0>c.

Vom demonstra ca in ambele cazuri avem b = a + c.

e Daca a > b > c¢ > 0, relatia a doua devine b —c¢ > a, dar cum b > b—c>a > b,
deducem ca trebuie sa avem egalitate in toate aceste inegalitati, deci b — ¢ = a, de
unde b = a + ¢. (Rezulta i ca b="5b— ¢, adica ¢ =0, gi cd a = b.)

e Daca a > b > 0 > ¢, atunci primele doua relatii devina —b > —csi b— ¢ > a,
adica b < a + ¢, respectiv b > a + ¢, de unde b = a + c.

Solutia 2: (cu ,,calcul prescurtat”; urmeaza sa faceti)

Relatiile din enunt se scriu echivalent, prin ridicare la patrat, (a — b)? — ¢ > 0,
(b—c)>—a®>>0, (c—a)* —b* >0, adica
(a—b+c)la=b—c)>0,(b—c+a)b—c—a)>0,(c—a+b)(c—a—0b)>0.
Inmultind aceste inegalitiiti, obtinem —[(a + b — ¢)(b+ ¢ — a)(c+ a — b)]> > 0.
Cum pe de alta parte, orice patrat este un numar nenegativ, rezulta ca
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—>b) =0, ceea ce arata ca unul dintre numere trebuie
sa fie suma celorlalte doua.
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