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Problema 1. Determinaţi toate numerele prime p pentru care
p + 1

2
şi

p2 + 1

2
sunt simultan pătrate perfecte.

Olimpiadă Germania, 1997

Soluţie: Arătăm că singurul număr prim cu această proprietate este p = 7.

Fie x, y ∈ N astfel ı̂ncât
p + 1

2
= x2 şi

p2 + 1

2
= y2. Atunci p+ 1 = 2x2, deci p este

impar. De asemenea, p divide 2x2−1 şi 2y2−1, deci şi diferenţa lor, 2(y−x)(y+x).
Cum p este impar, p divide y − x sau y + x.
Cum 0 < y − x < p (deoarece y < p), prima variantă cade, deci p divide x + y.

Însă x < y < p implică 0 < x + y < 2p, deci trebuie ca x + y = p.

Atunci p2 + 1 = 2y2 = 2(p− x)2 = 2p2 − 4px + 2x2 = 2p2 − 4px + p + 1, de unde
p(p− 4x + 1) = 0. Rezultă că p + 1 = 4x, deci 2x2 = 4x, de unde x = 2. Rezultă
că p = 7.
Pe de altă parte se vede că p = 7 satisface ı̂ntr-adevăr condiţiile din enunţ, numerele
p + 1

2
= 4 şi

p2 + 1

2
= 25 fiind ı̂ntr-adevăr pătrate perfecte.
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