Problema 4
ViitoriOlimpici.ro Etapa 7
Clasa a X-a

Problema 4. Fie neN, n>2. Consideram un tablou cu n linii si n coloane, format
din celule 1x1. O secventa de celule ale tabloului se numeste scara daca indeplineste
urmatoarele conditii:

v’ prima celula din secventa este situatad pe primul rand (cel de sus) al tabloului;

v' ultima celuli din secventa este situata pe ultimul rand (cel de jos) al tabloului;

v incepand cu a doua, oricare celuli din secventa are o laturd comuni cu precedenta si
este situata la dreapta sau dedesubtul acesteia.

Pentru a obtine o configuratie de alune, o veverita isi alege o scara si depune in
fiecare celuld a acesteia un numar natural de alune astfel Incat, daca parcurgem scara de la
prima la ultima celula a sa, sirul cantitatilor de alune incepe cu 1, este strict crescator si toti
termenii sai sunt cel mult egali cu 2n.

Cate configuratii de alune poate genera veverita?

In figura de mai jos aveti exemplificate patru configuratii posibile pentru un tablou 4x4.

1|3 1 1 1
4 2 4 3
5|67 4 5 5
8 6 | 7 7 | 8 7
kkk
Solutie.

Consideram o scara S care Incepe din celula (1, X) si se termina in celula (n, y), unde
1<x<y<n. Dacd fixdim numirul k=y-xe{0,12,...,n-1}, observim ci avem n-k

posibilitati de alegere alui X, apoi y este unic determinat de y = x+Kk.

Scara S este o succesiune de pasi in jos(sau la dreapta), apoi, eventual, o succesiune
de pasi la dreapta (respectiv In jos); urmeaza, eventual, o noua succesiune de pasi in

jos(sau la dreapta) si asa mai departe. La fiecare pas trecem din celula (a,b) in celula
(a+1,b) atunci cand ne deplasim in jos, respectiv din celula (a,b) in celula (a,b+1) atunci
cand ne deplasam la dreapta. La fiecare pas facut din celula (a, b) in urmatoarea, cantitatea

a+b creste cu exact o unitate. Atunci numdrul de pasi va fi (n+y)—(1+x)=n-1+k, iar

numarul celulelor parcurse va fi n+Kk.
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Numarul de alegeri pentru celulele scarii este egal cu numarul de moduri in care
putem alege cei k pasi ce trebuie facuti la dreapta din totalul celor n—1+k pasi, adica

C.k,_,- Apoi, pentru fiecare astfel de multime de celule, numarul de moduri in care veverita

poate depune alune astfel incat sa obtina un sir strict crescator de cantitati din multimea
{12,...,2n} este C},";* (primul 1 este obligatoriu).

2n-1)!
Asadar, pentru k fixat, avem a, =(n-k)-C !, -Cy ' = u-c “

((n _1) |)2 n-1
Sumand pentru k =0,1,...,n—1, obtinem numarul total de configuratii (notat s,) si anume
(2n-1)t ”—1C C _ (2n-1)t

(-0 & ((n-2))

configuratii.

n-1
n .
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