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INDUCTIA MATEMATICA

ABSTRACT. Aceasta a doua lectie din ciclul pentru gimnaziu va incerca
sa prezinte adevarata fortd a metodei inductiei matematice.

Lectia 2 se adreseaza claselor VII, VIII, IX.
Data: 19 octombrie 2009.
Autor: Dan Schwarz, Comisia de Probleme ONM.

1. INTRODUCERE $I NOTATII

1.1. Introducere. Metoda inductiei matematice, aga cum este ea introdusa
in manualele scolare, poate lasa falsa impresie ca este limitata la verificarea
unor formule date. De fapt, adevarata sa utilitate este In crearea pas cu
pas a unor modele, si in verificarea unor ipoteze uneori mult mai complexe
decat o simpla formula.
Dar pentru a incepe, o definitie cat mai generala a principiului inductiei
matematice.
Principiu. Fiind data o afirmatie P(n) care depinde de valoarea unui numar
intreg n, si care
e este adevarata pentru k£ > 1 valori initiale consecutive
N1, N2y e ey Ny
e poate fi demonstrata pentru orice valoare n > ng, bazandu-
ne pe adevarul afirmatiei pentru toate valorile m mai mici
m<m<n-—1,
atunci afirmatia este adevarata pentru toate numerele n > nq.

In cele mai multe cazuri se lucreazi cu un singur (k = 1) caz initial n;,
de obicei 0 sau 1, si se demonstreaza implicatia simpla P(n) = P(n+1).

1.2. Aplicatii Simple. O critica a exemplelor clasice din manuale.

Exemplul 1. Pentru n € N* demonstrati prin inductie matematica formula

zn: 1 _n
— k(k+1) n+1

k=1
Solutie. Verificim pentru n = 1 ca % = % Apoi, aplicand ipoteza de
inductie,
% R O S S 1 _on 1
= k(k+1) _k:1 k(k+1) (n+1)n+2) n+l1 ®m+Dn+2)’
adica valoarea cautata ﬁ

Parteneriat Societatea de Stiinte Matematice din Roméania si Intuitext
www.ViitoriOlimpici.ro



ViitoriOlimpici.ro

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

2 INDUCTIE

Si daca formula nu este data? Unii sugereaza ghicirea, apoi verificarea
prin inductie (ceea ce in unele cazuri este inevitabil). Dar aici este cu mult
preferabil sa descoperim ratiunea mai adanca a acestui rezultat. In acelasi
timp, vom invata o tehnica extrem de utila pentru multe alte cazuri. Pornim

de la evidenta egalitate k(k1+1) l ) +1 Atunci

n 1 n 1 n+1 n
;k(kﬂ)_;(k_lm) Z*_Zk n+1 B ES

Numele consacrat al acestei tehnici este scriere in fractii simple, urmata de
telescopare. O

Exemplul 2. Pentru n € N demonstrati prin inductie matematica ca
323 | 20°" 4 162" — 3" — 1.

Solutie. Verificam pentru m = 0 ca 323 | 1+1—1—1 = 0. Se vede ca
323 =17-19. Avem pentrun > 1

202"+ 4 162(v1) — 320D _ 1 — 400 - 202" + 256 - 162" — 9- 32" — 1
Dar 400 =23 - 1749 i 256 = 15 17 4 1, deci raméane a demonstra ca
9.20%" + 162" — 932" — 1 =9(20%" + 16>" — 3*" — 1) — 8(16*" — 1)

se divide prin 17. Aplicand ipoteza de inductie, ramane a demonstra ca
17 162" — 1 =17-162""1 — (162"~ 4 1); finalmente 17 | 162"~! + 1, ciici in
general a + b | a?"~1 + p?" 1,

In mod cu totul similar se demonstreaza divizibilitatea prin 19.

Personal, prefer de departe urmatoarea solutie, bazata doar pe elementare
calcule aritmetice. Avem, pe de o parte,

202" £ 16> — 3% —1=3" 4 (1) -3 - 1=0 (mod 17),
si pe de alta parte,
202" +16*" — 3% —1=1*"+ (-3)** - 3" —1=0 (mod 19).

Esenta problemei se dovedeste a tine de aritmetica modulara. U

2. APLICATII SOFISTICATE

2.1. Paradoxul lui Pdlya. Aceasta inegalitate, in diverse forme, apare in
numeroase manuale si culegeri de probleme.

Exemplul 3. Pentru n € N* demonstrati inegalitatea

ok —1
[ =
k=1

9-
3.
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INDUCTIE 3
Solutie. Verificim pentru n = 1 ca % < % Apoi, aplicand ipoteza de
inductie, obtinem
ﬁQk—l_ 12[%—1 2ntl _ 1 241
L2k B SL 2 J2(n+1) T VBn 2(n+1)

1
v/ 3(n+1)
calcule simple conduc la (2n + 1)2 < 4n(n + 1), ceea ce este patent fals!

Suntem intr-un impas. Faptul ca inegalitatea nu poate fi prelungita nu
inseamna in niciun caz ca afirmatia este falsa, ci doar ca metoda incercata
de noi a esuat. Daca nu am mai vazut niciodata ”trucul” care urmeaza,
sansele noastre sunt extrem de reduse!

Ideea, ciudata, aparent impotriva bunului simt, este de a demonstra o
inegalitate mai puternica. Marele matematician George Pdlya a numit acest
fenomen ”un paradox al inductiei”. Asadar, vom Incerca mai degraba sa

demonstrim inegalitatea fatd de termenul ——— < ﬁ Verificam pentru

V3n+1
. « 1 1 . c A . . . vy
n=1cis5= i Apoi, aplicand ipoteza de inductie, calcule asemanatoare

expresie finala pe care am dori sa o demonstram a fi < . Din pacate

cu cele de mai sus sunt acum (miraculos) incununate cu succes. (]

2.2. Alte Aplicatii Interesante. Exista insa in unele manuale i (putine)
exemple intr-adevar reusite.

Exemplul 4. Demonstrati ca un patrat poate fi partitionat in n patrate (de
laturi nu neaparat distincte ca lungimi), pentru orice intreg pozitiv n > 6.

Solutie. Mai intai cazurile initiale, cu partitionari in 6, 7 gi 8 patrate.

\ ]

Pentru pasul de inductie, vom aplica metoda de a partitiona un patrat in
alte patru patrate, ilustrata de coltul dreapta-sus din modelul cu 7 patrate
(obtinut astfel dintr-un model cu 4 patrate). Astfel, un model pentru orice
n > 8 se poate obtine din modelul pentru n — 3, prin partitionarea oricarui
dintre patratele componente in alte 4 patrate, ca mai sus.

Se poate demonstra ca un patrat nu poate fi partitionat in 5 patrate. [

Exemplul 5. Determinati toate sirurile (ay)n>1 formate din numere reale
strict pozitive, pentru care avem

n n 2
E af’ = Z a;
i=1 i=1

pentru orice valoare n > 1.
Laurentiu Panaitopol
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4 INDUCTIE

Solutie. Maiestria acestui ultim exemplu consta si in faptul ca nu este ime-
diat vizibila afirmatia care va fi demonstrata prin inductie. Pentru n = 1,
relatia dati devine a3 = a?, deci a; = 1 (valoarea 0 nu este admisibila, caci
termenii sirului sunt strict pozitivi). Lansam conjectura ca afirmatia P(n)
"an, = n” este adevarata (sprijinita eventual si de un calcul rapid care arata
acum ca pentru n = 2 rezulta ag = 2). Cum am verificat deja cazul initial

n = 1, nu ne raméane decat demonstrarea pasului de inductie. Avem

n+1

n n 2
3 _ 3 3 ) 3
E a; = E a; + a1 = E ai | +apiq,
i1 i1 i—1

n+1 2 n 2 n 2 n

2
§ a; | = § a; + apy1 | = E a; | +2 E a; | Gpg1 + apoq.
i=1 i=1 i=1 i=1

Pentru a avea egalitate, avem nevoie ca

n
3 2
U1 = 2 E Qi | Gnt1+ Ay
i=1

Dar, conform cu ipoteza de inductie, avem

n n
2> a;=2) i=n(n+1),
i=1 i=1
deci conditia de egalitate devine

ady =nn+ Dapp + a2y, adicd ani1(ant1 +n)(ans1 — (n+1)) = 0.

Cum avem an41 > 0, singura posibilitate este a,+1 = n + 1, care confirma
pasul de inductie. O

2.3. O Problema Speciala. O problema care combina utilizarea inge-
nioasa a inductiei cu intarirea ipotezei de inductie (in spiritul paradoxului
lui Pélya) este urmatoarea

Problema 1. Fie date numerele intregi n > m > 1, si un tablou patratic
n x n, continand 0 < N < m? elemente egale cu 1. De cate ori o linie
(respectiv coloana) contine cel putin m elemente egale cu 1, linia (respectiv
coloana) poate fi completata cu valori 1. Atunci singurul caz cand intregul
tablou poate fi, pas cu pas, completat cu valori 1 este pentru N = m?
(pentru anumite configuratii speciale).

Incercati sa gasiti o solutie inainte de a citi mai departe!

Pentru a putea rezolva rapid aceasta problema, este indicat sa-i schimbam
enuntul in modul cel mai general cu putinta (este unul dintre cazurile rare,
dar extrem de placute estetic, cand un enunt mai general este mai ugor de
abordat decat cazul particular, datorita unei manipulari ne-restrictionate,
permisa tocmai de generalitatea acestui enunt).
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