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Partea intreaga, partea fractionara a unui numar real

ABSTRACT: Materialul contine cateva proprietati si rezultate legate de partea intreaga si cea
fractionara a unui numar real, precum si unele probleme reprezentative.

® Lectia se adreseaza clasei a VIl a.

e Autor: Lucian Dragomir, Liceul Banatean Otelu Rosu
I. Definitii, notatii, proprietati.

® Dacd un numar real g are scrierea zecimald a = ay,ayag...

(evident agOZ si al,az,as,...[l{o,l, 2,...,9} ), atunci partea intreaga a lui a se noteazd cu [a] si se

a , daca a=0

defineste prin [a] :{30 "1 dacia<0’

e Mai simplu de retinut: partea intreaga a lui a este cel mai mare numar intreg care nu 1l depaseste
pe a (este asadar cel mult egal cu a); daca facem apel la reprezentarea pe axa a numerelor reale,

atunci [a] este primul numar intreg din stanga luia .

e in baza axiomei lui Arhimede, se poate spune si: pentru orice numar real a , existd un unic numar
intreg, notat cu [a] , astfel incat [a] < a<[a] +1; asadar, pentru orice aldR avem: [a] =kOZ daca si

numaidaca k<a<k+1.
e Prin definitie, partea fractionara a numarului real a este {a} = a—[a] ; evident {a} D[O,l) .

e VVom trece in revista cateva proprietati si rezultate utile, des folosite in rezolvarea problemelor,
fara sa uitam a spune ca acestea vor usura trecerea peste unele obstacole aparute, de exemplu, in
aritmetica, in analiza matematica, in chestiuni de numarare si combinatorica.

P1. a-1<[a]<a, OaOR.

P2. a<k - [a]<k0aOR,kOZ.
P3. [k+a]=k OkOZa0[0,1).
P4.[a+k]=[a] +k,0alR kOZ.

P5.{a+k} ={a} ,0a0R,kOZ.
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p & Tfal]=[a] {{at} ={a [{a} ] ={[al} =0.ca0=.

P 7. Dacd a,bORsi [a] =[b] , atunci |a—b| <1.

H
=

( Reciproca este fals3; e suficient un contraexemplu: a=—=,b=-=

00
w

P8.{a} ={b} = (a-b)0Z,0a,b0OR.
P9. [a] +[b] <[a+Db]<[a] +[b] +10a,bOR.

P 10. [-x]+[x] =-1 OxOR\Z.

1
P 11. [a] +[a+§} :[Za],DaDR. (identitatea lui Hermite; de remarcat ca aceasta admite o

generalizare destul de des utilizata: [a] +{a+1}+{a+g} +...+{a+n—} [na] DaOdR,nONY)
n n n

P 12. Exponentul numarului prim p din descompunerea in factori primi ai numarului n! este

BRios

Il. Probleme instructive.

1. Sasearateca [na] = [nb] ,0n0N daca si numai daca a=h.
(Gheorghe Andrei, OJ Constanta, 1996)

Solutie: Dacd a =b prima egalitate este evidenta. Presupunand cd a# bsi [na] :[nb],DnDN ,
obtinem na—{na} = nb—{nb} = n(a-b) ={na} —{nb} D(—ll) , OnON. Daca a>b, membrul

stang al ultimei egalitati poate fi oricat de mare, contradictie. Analog daca a<b, asadar a=bh.o

2. Daci a,b0R, s& se arate ca {a} +{b} =1 dac si numai daca (a+b)0Z si a,bOR\Z.
(Gheorghe Andrei)

Solutie: Dacd a,b0R\Zsi (a+ b) OZ ,atunci {a} +{b} D[O, 2); cum

{a} +{b} =a—[a] +b—[b] 0Z ,deducem c3 {a} +{b} D{O,]}. Deoarece { } + b} (in caz contrar

am ajunge la a,b0Z, contradictie), obtinem {a} +{b} =1 .Reciproc, daca {a +{ } 1, avem

{a} 20,{b} #0si,din 1={a} +{b} =a-[a] +b~[b|, deducem (a+b)0Z.o

4
Solutie: Trebuie sa remarcam pentru inceput ( si asta se cam uitd ) ca indiferent de ce expresie

« .| 4x-1|_ 3x+1
3. Sase rezolve ecuatia = .

2
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. . . 3X+1not.
aparent stufoasa este E(X), cuxOR, avem cd [E(X)] este intreg, asadar =kOZ;

deducem ca x= k-1

+
(D . Pede altd parte, ... a3 (4—1+1, se ajunge imediat la

4k_1<§, de unde 1< k<1—76; cuminsa kOZ,

XD{ZL,]'—?gJ. Folosind acum (1), deducem 1<

obtinem k D{l 2} si, corespunzator, XD{],%}. O

N : Lo {x+2[y]:15
4. Sa se determine numerele reale pozitive x si y pentru care .
y+2[x]=25
Solutie: Adunam ecuatiile sistemului dat si ajungem la 3[X] +3[y] +{X} +{ y} =4, deoarece
X,y20,x,ylZsi {x} +{y} D[O,Z), deducem ca {x} +{y} =1si astfel avem si [X] +[y] =1. Cazul
[X] = 0,[y] =1leste exclus datorita primei ecuatii, asadar ramane doar [X] =l[y] =0, de unde
obtinem imediat x=1,5si y=0,5.

Observatie: Relatiile si conditiile din enunt sunt atat de generoase incat permit obtinerea si mai
rapida a solutiilor (se pot determina separat partile fractionare, respectiv intregi ale necunoscutelor).

Cum [X] ,[y] 0N, prima ecuatie conduce la {X} =0,5, apoi la [X] + 2[y] =1, similar, a doua ecuatie

conduce la {y} =0,5si [y] + 2[x] =2; se obtine astfel [X] :L[y] =0si concluzia este imediata. o

« « - X
5. a) Sa se arate ca nu exista numere reale x pentru care {E} =x% +1.

b) Sa se determine numerele reale y pentru care [%} = y2.

(Lucian Dragomir, OL Caras Severin, 2009)

Solutie: a) Daca x <0, membrul stang este negativ, iar cel drept strict pozitiv; evident, x=0nu

verifica, iar daca XD(O, 2) , membrul stang este 0, pe cand cel drept este supraunitar; in general
acum, dacd XD[Zk,2k+ 2),kDND, avem [2} =Kk si X% +12> 4k? > k, Ok DND, asadar ecuatia nu are

solutii reale; b) se observa solutia y = 0si, printr-un rationament asemanator cu cel anterior, se

arata ca nu mai exista alte numere reale y care sa satisfaca egalitatea din enunt. o

6. Sa serezolve ecuatia [—2x] + [—x] + [x] + [2x] +1=0.
(Andrei Eckstein, OL Timis, 2009)

Solutie: Este naturala folosirea proprietatii P 10. (cu evidenta observatie ca [—x] + [X] =0, OxOZ).

Avem astfel ca, daca x[JZ, ecuatia conduce la 0+0+1=0, evident fals, deci ecuatia nu are solutii
intregi. Dacd xZsi 2x[0Z, se ajunge la egalitatea =1+ (-1) +1=0 (falsa si aceasta). Dacd 2xZ,
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dar xOZ, atunci [—ZX] +[—x] +[X] +[2x] +1=0+(-1) +1=0, asadar orice xJZ pentru care
2n+1

2x[J7Z este solutie a ecuatiei, multimea solutiilor acesteia fiind S:{

|nDZ}.

7. Sa se gaseasca perechile ordonate (X, y) de numere pozitive si distincte pentru care
x+y=15si [x-y]+[y-x] =0.
(Lucian Dragomir)
Solutie: A doua egalitate din enunt se poate scrie X— y—{ X - y} +y- X—{ y- X} =0, de unde
{x-y} ={y-x} =0. Folosind P.8. avem c& (x—y -y +x) =2(x~y) OZ, deci x—yzg,kDZ.

k+ -k
Deoarece avem si X+ Yy =15, deducem imediat ca X=Tg,y=3T. Cum nsa X,y =0,ajungem la

k D{O,l, 2,3} . Analizam usor aceste cazuri si obtinem perechile cerute: (Léj,[%,%j,(gﬁj. O

8. Si se rezolve ecuatia [Xzooﬂ + [XZOOZ} +... +[X2} +[x] ={¥ -1.
(Concurs Ucraina,2003)

Solutie: Membrul stang al ecuatiei este numar intreg, deci, daca x este o solutie a ecuatiei, avem
{X} OZ ; cum insa {X} D[O,l) , ajungem la {X} =0= x[Z ; ecuatia devine astfel

2003

X + X2002

2002 X2000

+..+ X2 +x+1=0 sau (X+1)(X +o X +1) =0. Deoarece suma din a

doua paranteza este strict pozitiva, se obtine unica solutie a ecuatiei x=-1.0

9. a)Sasearateca n[x] < [nx],DXDR+,nDN.
b) Sa se determine toate numerele reale pozitive x pentru care

[x] , 2[x] ,[2x] sunt numere naturale consecutive.

(Mircea Fianu,OL Bucuresti,2002)
Solutie: a) [nx] =[ n[x] +n{x} | =n[x] +[ n{x} ]=n[x].

b) Pentru x >0 avem asadar [X] < 2[X] <[2X]; deoarece 2[X] —[X] =1, deducem ca [X] =1, apoi

[2X] = 3si astfel ajungem la {X} D[%,lj, de unde XD{%,Z) . Verificdm acum ca toate aceste

numere satisfac conditia din enunt.o
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k k
10. Sa se arate ca prin impartirea lui k(JZla n ON"se obtine catul {—} si restul n E{—}
n n
Solutie: Notam catul si restul cu g, respectiv r siavem: k=ng+r ,cu 0<r <n. Deducem acum:

+ +
qSM :E< ng+n =(Q+1, asadar [E} =(. Pe de alta parte,
n n n n

GRS

Observatie: Aceasta problema pune in evidenta faptul c3, daca nDND, atunci in multimea

{L 2,3,...,k} avem exact {E} multiplide n .o
n

11. Sa se determine cate numere naturale nenule, mai mici decat 100, nu sunt divizibile nici cu 2,
nici cu 3.

Solutie: Ne referim asadar la multimea {l 2,3,...,99} n care avem {9—29} =49de numere divizibile cu

99
2si {?} =33 de numere divizibile cu 3. Am fi poate tentati sa dam rezultatul 99— (49+33), insa
trebuie sa remarcam ca unele numere au fost numarate de doua ori (de exemplu 6,12, 18, ... ) —
« 99 .
numarul acestora este egal cu {ﬁ} =16. Abia acum putem da rezultatul corect: avem

99— (49 + 33-16) =33 de numere cu proprietatea din enunt.

Observatie: Sa remarcam aici ca solutia foloseste de fapt un binecunoscut principiu de numarare,
anume Principiul includerii si excluderii. Este vorba despre urmatorul rezultat:

(1) Dac3 A si B sunt doud multimi finite, atunci |[AQ B|=|A +|B|~|An B|.
(principiul includerii si excluderii pentru dous multimi)
(2) Dacé A, B, C sunt trei multimi finite, atunci
|ADBOC|=|A+|B|+|C|-|An B|-|BnC|-|Cn A+|AnBnC|.
(principiul includerii si excluderii pentru trei multimi). o

12. Sa se determine care este exponentul lui 2 in descompunerea in factori primi ai numarului
100! =12 [3L1.[100.

Solutie: in multimea {l, 2,3,...,100} avem [ﬂzo} =50de numere divizibile cu 2; dintre aceste 50 de

100
numere, fiecare al doilea este divizibil cel putin cu puterea a doua a lui 2 — sunt [—} = 25de astfel

22
de numere; dintre acestea, fiecare al doilea este divizibil cel putin cu 28 Rationam la fel in

5
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continuare, tinem cont ca 2’ >100 si ca fiecare factor al lui 100! care este divizibil cu 2K ,darnusi

cu 2k+1, (k D{l, 2,3,4,5, 6}) , se socoteste, In modul indicat, de k ori ca fiind divizibil cu

2, 22,23,...,2k. Exponentul cdutat este astfel
100 100 100
ity Y e B [

2 2° 26
Observatie: Evident, puteam folosi direct proprietatea P 12, tinand cont doar de faptul ca

100
2

}:50+25+12+6+3+1=97.

} =0,0kON,k =7; am preferat insa aici sa vedem efectiv cum se ajunge la aceasta.

13. Sa se rezolve ecuatia X4 X4 2 =X
2 3 4

Solutie: Remarcam din nou ca, daca xR este o solutie a ecuatiei, atunci x(Z (membrul drept
este o suma de numere intregi); pentru a ne usura cautarile, privim ecuatia modulo k, unde k este
c.m.m.m.c al numerelor de la numitori, adica in cazul de fata k =12. Pentru x=12q+r, cu

qUzZ,r D{O,LZ,...lJ} , folosind din nou P.4, ecuatia conduce la :

r r r r r r
6q+|— |+49+|— |+3g+|— |=129+Tr H =+ = |+ =]|=T.
q M | [3} | M Arrsaud M M M

Calcule imediate conduc la rezultatele cautate, care pot fi sintetizate (de exemplu), intr-un tabel de
forma:

( Olimpiadd Canada)

X X X
Observatie: Folosind P 1. avem 5 -1< {E} SE si analoagele, de unde, prin adunarea celor trei

relatii, se ajunge la % -3< X511—3;(: 0<x<36, xUZ . Cautarile se limiteaza astfel destul de

mult.
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14. Sa se rezolve ecuatia { } [X+ } {X+3} 3X.

(Aurel Dobosan)

Solutie: Deoarece membrul stdng este o suma de numere intregi, avem ca 3x=kOZ = x =§§|

k+6
9

[k_?’}ﬂ{k_?’}u{k 3}+1 k; notdm k-3= mDZglastfel[ } [m}[m}:m.(*).
6 9 12 6 9| |12

m m m m m m m m m .
Deoarece —-1<|— |£— , —-1<| —|£— , ——1<|— |£—, ajungem la:
6 6 6 9 9] 912 12| 12

+ +
astfel ecuatia conduce la [kﬁ 3} +[ }+[ k129} =K. Folosind P.4. ajungem acum la:

13_m_3 m<1§6 si,imediat, mD{—4 -3,-2, LO} Egalitatea (*) este nsa verificata doar

36
pentru mD{—B, O} si astfel se ajunge la XD{O,]} (Verificare!).o

15. Sa se arate ca pentru orice X[IR este adevarata egalitatea:
X+3| | Xx+4 + X+5|_| Xx+1| | x+1
6 6 6 2 3 |

Solutie: Notam XTH' = ysi egalitatea propusa devine {y+%} —[y+%} +[y+§} =[3y] —[2y] ;

(Cristinel Mortici,0J, 2002)

aceasta se obtine imediat din identit3tile de tip P.11.: [2y] =[Y] +[y+%} i
_ 1 2
=D+ v+ o[y+2] -
{x

16. Sa se determine X[JR pentru care X =[—.

L

(Titu Andreescu,OL Sibiu,2003)

Solutie: Evident, XD[O,l) ( daca XD[O,l) am avea numitorul nul, absurd). Deosebim urmatoarele

cazuri:

(i) XD[LOO) Avem Tn acest caz u21§| [X] >1,de unde [X] { } <1,absurd;

[x]
(ii) XD(—OO,—l) ,adica %<—1; deoarece [X] -2 ,avem —[X] <1:[X] > —1,contradictie;

7
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(iii) XD[—].,O) = [X] =-1; in acest caz ecuatia devine x= —{ x} sau [X] +{x} = —1+{X} = —{ X} ,de

unde {X} =%

N =

. Am obtinut astfel unica solutie a ecuatiei initiale,anume X=—-—=.0

17. Sa se determine cel mai mare numar natural x pentru care 2000! este divizibil cu 235X

(Juriu OBMJ,2000)

Solutie: Numarul 23 este prim si divide fiecare al 23-lea numar natural,asadar exista

[ 2000

>3 } =86 numere care sunt mai mici sau egale cu 2000 si sunt divizibile cu 23.Analog, doar trei

numere mai mici sau egale cu 2000 sunt divizibile cu 232,deci 232 divide 2000!;rezulta ca cel mai
mare numar natural cautat este x=89-6=83.0

18. Determinati numerele naturale n care verifica urmatoarele proprietati:

n " .. . —
a) {E} este un numar natural de trei cifre, ultimele doua fiind egale cu 0.

n+36 . . .. . =
b) { 3 } este un numar natural de patru cifre, acestea fiind 2,0,1,2 ( nu neaparat in aceasta
ordine)

(Lucian Dragomir, Concurs RMCS, 2012)

Solutie : L—nz} =a00=>1200[& < n<1200[&a+12 (1). Notam cu A multimea numerelor de patru

cifre formate cu cifrele 2, 0, 1, 2 ; cel mai mic element al acestei multimi este 1022, iar cel mai mare
2210;

= kOA deducem ca 1022< Si

not.
din [”“‘36} N+36 . N*36_ 511 deunde

3030< n<6597. Din (1) rezulta astfel ca aD{3,4,5} . Pentru a=3 se obtine kA, la fel pentru
a=4.Pentru a=5 se ajunge la nD{6000, 600L6002} , humere care verifica ambele conditii din

enunt.

19. Sa se arate ca daca m si n sunt numere naturale prime intre ele, atunci

[EHE}J[w} =L (m-1)(n-1)

n n n
(Gauss)
Solutie: Consideram in plan punctele A(n,0), B(n,m),C(0,m).n interiorul dreptunghiului OABC se

8
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afla (m-1)(n-1) puncte de coordonate intregi;deoarece (m, n) =1,pe diagonala OB nu se afla astfel

(m=-D(n-1
2

de puncte, iar sub diagonala se afla puncte de forma (k,h), cu k, hON".Pentru k fixat,

km = km
exista [—} puncte si astfel, in total, sub diagonala OB sunt Z{—} puncte. Identificand cele doua
n
k=0

n-1
rezultate ajungem la Z[m} =£(m—1)(n—1).u
koL N1 2

20. Se considera numerele naturale m sin, n>1.Sa se determine numerele reale x pentru care

[x+ﬂ+{x+%}+[x+%}+m+[x+%}=m.

Solutie: Presupunem ca prin impartirea lui m la n se obtine catul g si restul r. Pentru ca egalitatea din

(Mircea Becheanu,ON,1988)

enunt sa fie adevarata, deoarece partile intregi din membrul stang pot diferi prin cel mult o unitate,
trebuie ca cei mai mici termeni din membrul stang sa fie egali cu g, iar r dintre ei sa fie egali cu q+1.

Daca r =0, atunci |:X+1:| :|:X+E:| :...:[X+1] =( conduce la
n n

qs x+1<x+i<,_,<x+1<q+l de unde XD{q—l,qJ-
n n-1 n

Daca r #0, trebuie sa avem |:X+l} :|:X+i:| :...=|:X+i} =(gsi
n n-1 r+1

[X+E}+{X+il}+_"+[x+1] =(q+1, de unde
r r—

qsx+1<m<x+—1—<q+1sx+l<m<x+1<q+2:>ﬂ]q+1—£q+1——£—.u
n r+1 r r r+1
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lll. Probleme propuse.

(1) Rezolvati ecuatia [X] +4[ﬂx} =2005.

(2) Rezolvati ecuatia {g} + {g} + [%} =X.

(3) Aratatica [X]+[nx] =[(n +1)X], OxON dacé si numai daca xOZ.
(4) Rezolvatiin R ecuatia {X} —{ZX} =X.

Vasile Chiriac, Bacdu

Costel Chites, OL Bucuresti, 2000

(5) Se considera un numar real r pentru care
r+£ + r+2 + r+£ +..+ r+ﬂ =546.
100 100 100 100
Determinati [100r].

Concurs AIME (SUA), 1991

Bibliografie:

[1] Gheorghe Andrei, lon Cucurezeanu, Constantin Caragea — Probleme de algebra, Functiile parte

intreaga si parte fractionara, Editura Gil, 1996

[2] Mihai Onucu Drimbe — 200 de identitati si inegalitati cu ,, partea intreagd”, Editura Gil, 2004

(3] (

colectiv) Matematica (olimpiade si concursuri scolare) — Editura Paralela 45, 2009, 2010, 2011

Periodice:

[4] Gazeta Matematica (G.M), colectia 2000 — 2012

[5] Revista de matematica a elevilor si profesorilor din Caras — Severin (RMCS), colectia 2008 — 2012

10

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro


aungureanu
Text Box

aungureanu
Text Box




