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1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Etapei Nationale a Olimpiadei de Matematica
2014 reflecta opinia personala a autorului. Ele sunt adaugate la o prezentare
selectiva a probelor de concurs.” Materialul incepe cu comentarii asupra
primului Test de Selectie catre jJBMO.

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, i prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

2. TEST SELECTIE [ PENTRU JBMO

Subiectul (1). Ardtati ca daca numerele reale z,y,z > 0 verifica relatia
zyz+xy +yz+ zx =4, atunci x +y + z > 3.

Lucian Petrescu

Solutie. Expresiile din problema ne roaga sa consideram expresiile simetrice
elementare w = x +y + 2, v = xy + yz + 2z, w = xyz. Atunci aplicand
cunoscutele inegalitati Maclaurin (care pentru trei variabile sunt extrem de

2 3
usgor de obtinut si in mod direct) avem 4 = v + w < 3 3—7, prin urmare
u3 +9u? — 108 > 0, adica (u— 3)(u+6)? > 0, de unde (cu egalitate
doar pentru x =y = z = 1). De ce oare x,y,z > 0 si nu z,y, z > 07 ([l

Solutie Alternativa. Stiu prea bine ca tehnica pe care o voi folosi in cele ce
urmeaza depaseste nivelul competitiei, dar de ce sa nu practicam o metoda
care functioneaza automat in unele conditii?

Tmi cer scuze pentru intarziere, dar in perioada de imediat dupa incheierea ONM am
fost ocupat cu EGMO 2014. Lipsesc unele probleme, la care nu am vazut interesul de
a fi prezentate. Le gasiti pe toate (postate in timp record — bravo!), ca gi rezultatele, la
http://ssmr.ro/onm2014 si http://www.isjsb.ro/onm/.
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Metoda multiplicatorilor Lagrange. Fie R(x,y,2) = zyz+ay+yz+ zx si
L(CE,y,Z; )‘) =r+y+z-— A(R(l‘?yaz) - 4)5

definita pentru z,y,z > 0 si un parametru real A. Sistemul de derivate

—f = 1-MNyz+y+z2) = 0
partiale egalate cu zero este o = l1—Azx+2z+4+2) = 0 deunde
o1
— = 1l-Aay+z+y) = 0
(z—y)(z+1) = 0
se obtine imediat sistemul de ecuatii ¢ (y —z)(z+1) = 0 cu singura
(z—a)(y+1) = 0

solutie x = y = z = t in interiorul domeniului de definitie al lui L. Aceasta
duce la t3 + 3t? = 4, adica (t — 1)(¢t + 2)? = 0, deci (z,9,2) = (1,1,1) ca
singur punct critic, care se dovedeste a fi punct de minim, cu L(1,1,1) = 3.

Deoarece R(0,y, z) = 4 duce la yz = 4, deci L(0,y,2) = y+2z > 2,/yz = 4,
iar xEI—I&-loo L(z,y,z) = 400, rezultd ca punctul de minim (z,y,2) = (1,1,1)

este global. O

Subiectul (2). Determinati perechile (a,b) de numere intregi pentru care
2 1
at2 o+l _, 6
b+1 b+2 a+b+1

Lucian Dragomir

Solutie. Adunand 1+ 1 = 2 in ambii membri, obtinem

1 1 ) 3(a+b+3)

(a+b+3)<b+1+b+2 a+bt1

Atunci sau a+b+3 = 0, deci’ (a,b) = (=b—3,b), pentru b € Z\ {—2, -1},
sau (@ +b+1)(20+3) = 3(b+ 1)(b+ 2). Aceasta ultima relatie se scrie
b2 —2(a—2)b—3(a—1) = 0, de unde b = a—2++/a2 — a + 1. Trebuie atunci
a?—a+1=c% deci (2a — 1)2 + 3 = (2¢)?, cu singura solutie [2a — 1| = 1.
Raman cazurile

e a = 0. Atunci b € {-3,—1}, dar trebuie b # —1, iar pentru b = —3
avem a + b 4+ 3 = 0, deci aceasta solutie este deja inclusa In familia gasita
mai sus;

e a = 1. Atunci b € {—2,0}, dar trebuie b # —2, si deci obtinem singura
solutie suplimentara | (a,b) = (1,0) | O

Subiectul (3). Ardtati ca dintre sase puncte situate in interiorul unui
patrat de latura 3, se pot alege doud astfel incdt distania dintre ele sa fie
mat mica decat 2.
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Solutie. Fie 1,268 ~ 3 — /3 < z < v/7/2 ~ 1,323, de exemplu z = 13/10.
Partitionam acum patratul de dimensiuni 3 x 3 in doua dreptunghiuri de
dimensiuni x x 3/2 si trei dreptunghiuri de dimensiuni (3 — z) x 1.

Din principiul cutiei, doua dintre cele gsase puncte se vor afla intr-unul
dintre aceste dreptunghiuri, dar prin calcul se obtine ca diagonala fiecarui
dreptunghi este mai scurta decat 2. Pentru x = 31/24 obtinem chiar ambele
diagonale egale cu ~ 1,979 < 2.2 O

Subiectul (4). Geometrie — vezi solulia oficiald.
Leonard Giugiuc
Subiectul (5). Geometrie — vezi solufia oficiald.

Marius Bocanu

3. CLASA A V-A

Subiectul (2). Spunem cd unui numar natural n i se aplica o transformare
interesanta dacd n se inmulteste cu 2, apoi rezultatul se mareste cu 4;
spunem ca lui n i se aplica o transformare deosebita daca n se inmulteste
cu 3, apot rezultatul se mareste cu 9; spunem ca lui n 1 se aplica
o transformare minunatd dacd n se inmulieste cu 4, apoi rezultatul se
mareste cu 16.

a) Ardtati ca exista un singur numdr natural care, prin trei transformdari
succesive, una interesantd, una deosebitd si una minunata, aplicate in aceasta
ordine, devine 2020.

b) Determinati acele numere naturale care, dupd exact doud transformdari
succesive diferite, dintre cele trei tipuri, devine 2014.

Solutie. Transformarile aplicabile lui n sunt i(n) = 2n + 4 = 2(n + 2),
din) =3n+9 = 3(n+3) si m(n) = 4n + 16 = 4(n + 4). Incepem cu
punctul b), observand ca ultima transformare nu poate fi nici d(-) (2014 nu
este multiplu de 3), nici m(-) (2014 nu este multiplu de 4). Prin urmare

2014 — 4
ultima transformare este i(k) = 2014, cu k = ———— = 1005. Deoarece
1005 nu este par, prima transformare trebuie sa fi fost d(n) = 1005, cu
1005 -9 .
n=—j— = 1332]. Dupa cum se vede, specificatia diferite este inutil.

Aceeasi supra-calificare apare si la punctul a), prin specificatia aplicate

in aceasta ordine; dupa cum se va vedea, acum era suficient sa se specifice

Din moment ce 2020 nu este multiplu de 3, inseamna ca ultima
transformare nu a putut fi d(-). Atunci

284 observam ca cinci puncte nu sunt de ajuns (ludnd varfurile i centrul patratului,
distanta minim# este 3/v/2 > 2). Rezultatul cel mai strans (din literatura) este cd distanta
minima (pentru sase puncte) nu depdgeste v/13/2 ~ 9/5 < 2.
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2020 -1
e ultima transformare a fost m(¢) = 2020, cu ¢ = 202016 501,

care fiind impar forteaza transformarea de mijloc sa fi fost d(k) = 501, cu

501 —9
k= = 164, si atunci prima transformare a trebuit a fi i(n) = 164,

3
i 1642— 4
2020 — 4

e ultima transformare a fost i(¢) = 2020, cu ¢ = —y = 1008; atunci

e daca transformarea de mijloc ar fi fost d(k) = 1008, ducand astfel la

1008 — 9
k = ———— = 333, acesta fiind impar nu permite ca prima transformare

sa fi fost m(-);
e daca transformarea de mijloc ar fi fost m(k) = 1008, ducand astfel

1008 — 16
la k = — = 248, acesta nefiind multiplu de 3 nu permite ca prima
transformare sa fi fost d(-). O

Subiectul (3). Ardtati ca existd un multiplu al numdarului 2013 care se
termina in 2014.

Solutie. Ideea este arhicunoscuta. Pentru orice numere naturale nenule m
i m, cu m coprim cu 10, existd un multiplu al lui m de forma (n)(n) ... (n).
Aceasta este deoarece printre numerele My, = (n)(n)...(n), 1 <k <m+1,

de k ori
vor exista doua, pentru indici 1 < p < g < m+1, astfel incat M, si M, sa dea
1
acelasi rest la impartirea cu m. Dar atunci | M = W(Mq — M,) |, unde

¢(n) este numarul cifrelor lui n, va fi un multiplu al lui m cu proprietatea
ceruta.

Sper ca problema nu este semnata ... Acest tip de probleméa este mai
potrivit pentru o lectie introductiva in combinatorica decat la un concurs
de clasa (desi exista si 0 metoda mai copilareasca de rezolvare). U

Subiectul (4). O suta de cutii sunt numerotate de la 1 la 100. Fiecare cutie

contine cel mult 10 bile. Numerele bilelor ( ) din
oricare doud cutii numerotate cu numere consecutive difera prin 1. Cutiile
numerotate cu numerele 1,4,7,10,...,100 confin, in total, 301 bile. Care

este numarul mazim de bile din cele 100 de cutit?

Solutie. O combinatie muncitoreasca de a calcula numarul maxim de bile
din celelalte cutii (de 33 de ori 10 + 9 = 19), si de a rezolva sistemul de
ecuatii diofantice = + y + z = 34, 10z + 9y + 8z = 301 (de exemplu x = 6,
y = 17, z = 11), pentru a ajunge la un model cu numar maxim posibil de

3319 + 301 =[928]. O

3Daci nu era specificat faptul ca cele trei transformari au fost diferite, am fi avut si

164 -1
solutia in care prima transformare ar fi putut fi m(n) = 164, cu n = 164 =16 = 37.

4
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Subiectul 4 a fost cel mai problematic, cu scoruri extrem de mici, de
asteptat ca rasplata pentru un efort atat de mare si atat de steril.

4. CLASA A VI-A

Subiectul (1). Se considera multimea A a numerelor de patru cifre. cel mult
egale cu 2014. Determinati numarul mazim de elemente al unei submulfimi
a lui A care contine numai pdtrate perfecte, oricare doud prime intre ele.

Solutie. Avem 312 < 1000 < 322 < 442 < 2014 < 452, deci bazele patratelor
perfecte din A sunt

32=12°33=3.11,34=2-17,35 = 5-7,36 = 22.3%, 37,38 = 2.19,39 = 3-13,
40=2%.5,41,42=2-3-7,43,44 = 22 . 11.

Solutia oficiala este relativ imprecisa, oferind un tip de ”greedy algorithm”
insuficient justificat. Adevarul este ci pentru a obtine maximul posibil de
elemente trebuie sa alegem 37,41,43 si 35, si una dintre perechile
{32,33},{32,39}, {34, 33}, {34, 39}, {38, 33}, {38, 39}, {44, 33}, {44, 39}, deci
cate un element fiecare din {32, 34, 38,44}, {33, 39}, dar nu {44, 33} ambele.

Nu vad absolut de loc meritul unei astfel de probleme, care poate fi chiar
tratata in mod exhaustiv, fara idei matematice. Cu atat mai mult solutia
oficiala ar fi trebuit sa fie riguroasa la extrem. O

.. 1

Subiectul (2). Un numar natural n > 1 se numeste p-periodic dacda —
n

se poate scrie sub forma unei fractii zecimale periodice simple, a carei cea

mai scurtd perioadd este formatd din p cifre. Spre exemplu, numdrul 9
este 1-periodic, deoarece 9= 0, (1), iar numarul 11 este 2-periodic, intrucat
1

7 = 0,(09).

a) Determinati numerele naturale p-periodice n care au proprietatea cd
prima cifra a perioadei numarului — este nenuld.
n

b) Determinati cel mai mare numar prim care este 4-periodic.

_oom
Cloe -1

a) Dac# prima cifrii a perioadei este nenuld, avem 10°P~! < m < 10P — 1,
deci

1
Solutie. Pentru un numar p-periodic avem — = 0, (m)
n

10—l 1001
Tl —1 "= et

care combinat cu n | 10P — 1 forteaza |n € {3,7,9} |.

b) Avem atunci nm = 10* — 1 = 32.11-101, deci cel mai mare prim este

1
[n =101}, pentru care intr-adevir avem To1 = 0, (0099). O

5
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Subiectul (3). Se considerd un numar natural n. Spunem cd un triplet de
numere naturale nenule, nu neapdarat distincte (x,y, z) este n daca
x4y~ z=n. gt notam cu s(n) numarul tripletelor de tip n.

a) Aratati ca nu existd niciun numar natural n pentru care s(n) = 14.
b) Determinati cel mai mic numdr natural n pentru care s(n) > 2014.

Solutie. a) Avem 14 = 2 (mod 3), dar s(n) # 2 (mod 3) pentru orice n.
Aceasta este pentru ca x,y, z distincte genereaza 3! = 6 triplete, z =y = z
(daca este posibil) genereaza 1 triplet, iar daca exact doua dintre x, y, z sunt
egale, aceasta genereaza 3 triplete; agadar s(n) =0 or 1 (mod 3).

b) Solutia oficiala calculeaza printr-o metoda directda numarul de

(n—1)(n—2)

triplete ordonate care da valoarea s(n) = ; de aici se poate si

verifica imediat afirmatia de la punctul a), anume ca s(n) #Z 2 (mod 3).

Dar daca in loc de 3 am avea k termeni in suma care il da pe n, metoda
directa poate fi lunga si periculoasa. Raspunsul general este dat de o celebra
teoremi de combinatoricid enumerativi?

Date numerele naturale nenule n si k£, numarul compozitiilor
(distincte ale) lui n, formate din k numere naturale nenule,
¢ n—1
este < b 1).
Terminologia este — o scriere n = x1 + T2 + -+ + x; unde ordinea nu
conteaza, se numeste in literatura partitie a lui n, iar o scriere unde ordinea

conteaza, se numeste in literatura compozitie a lui n.
Prin urmare, pentru k = 3, trebuie gasit cel mai mic n pentru care sa

—1 —1)(n—2
avem s(n) = <” ) > = (”)2(”) > 2014, adici n? — 3n — 4026 > 0,

care impune . O

5. CLAsA A VII-aA

Subiectul (1). Determinati numerele prime p si q, cu p < q, pentru care
are loc egalitatea:

p(2q+1) +q(2p+ 1) =200 + ¢°).

Solutii Alternative. La aceiagi bani, putem rezolva ecuatia de mai sus in
numere naturale nenule coprime (caci p = ¢ nu este o solutie).

1) Scrind ecuatia sub forma 4pg = p(2p — 1) +q(2¢ — 1), rezulta p | 2¢ — 1
siq]| 2p—1, deci pq | 2p + 2¢g — 1. Dar atunci pg < 2p + 2qg — 1, sau
(p—2)(¢g —2) < 3. Din cele de mai sus se vede ca trebuie ca p,q sa fie
impare, de unde, pentru p < ¢, trebuie | (p,q) = (3,5) | (care verificd), sau

p = 1, care conduce insa la ¢ | 1, deci ¢ = 1, imposibil.

ez http://en.wikipedia.org/wiki/Stars_and_bars_(combinatorics).
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2. Scriind ecuatia sub forma 2p% — (4¢+ 1)p +2¢*> — ¢ = 0, discriminantul
ei este A = (4¢ 4+ 1)% — 8(2¢%> — q) = 16¢ + 1, si trebuie a fi patrat perfect,
deci 16¢ + 1 = a®. Aceasta forteaza a = 8b =+ 1, i atunci ¢ = b(4b+ 1). Dar
4g+1+VA  4b(4b+1)+ 1+ (8b+1)

4 B 4
p = b(4b ¥ 1). Din conditia p < ¢ rezulta ’ (p,q) = (n(4n —1),n(4n+ 1)
pentru orice n € N*, gi acestea sunt toate solutiile in numere naturale nenule.

atunci p = = b(4b+1)F2b, adica

)

Din conditia ca p, g sa fie coprime rezulta n = 1, si deci | (p,q) = (3,5) . O

Subiectul (3). Determinati toate numerele naturale n pentru care are loc
egalitatea:

17" 4+ 9" = 23" 43"

Solutie. Ecuatia se scrie (9")" — (3")" = 23" — 17". Pentru n > 3 avem
9" > 23 i 3" > 17, dar si 9" — 3" > 6, deci (9™)" — (3™)" > 23" — 17", caci
P=a"—V"=(a—b)(a" ' +a"2b+ - +ab" 2+ ")
Q=c"—d"=(c—d) (" "+ "2+ FedE4d")
si atunci pentrua > ¢ >0,b>d >0,a—b>c—d >0, avem P > Q.

Réaman cazurile 0 < n < 2, dintre care doar |n € {0, 1} | verifica. O

Solutie Alternativa. Cele de mai sus au fost scrise doar din dorinta de a da
o versiune mai rezonabild la una dintre solutiile oficiale. Cea mai simpla
abordare este dupa cum urmeaza. Scriem ecuatia ca

(&) -G (&)

Membrul stang este intotdeauna supraunitar, in timp ce membrul drept este
subunitar pentru n > 2. Raméane doar |n € {0, 1} |, care verifica. O

O problema oribila, din cauza existentei unor aproximari grosolane — care
o ucid fara efort. Cel putin metoda din Solutia Alternativa este clasica,
tipica pentru ecuatii diofantice exponentiale.

6. CLAsA A VIII-A
Subiectul (1). Fie a,b,c € (0,00). Demonstrati inegalitatea:

a—Vbe N b—eca N c—+ab
a+2b+c) b+2(c+a) c+2(a+b)

> 0.

Vb
_* siB= E ___voe
a+2(0b+c) a+2(0b+c)
(versiunea Titu a inegalitatii) Cauchy-Schwarz

Solutie. Sa notam A = Z . Atunci din

2

B a B a (ZOL)2 3
_Za—l—Z(b—i—c) _ZaQ—l—?(ab—{—ca) = d>a?+4> be = 5’
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caci revine la 2 Z a? > 2 Z be, adica Z(b — 0)2 > 0. Dar din inegalitatea
mediilor

B Ve (b+c)/2 1
B*Za+2(b+c) Sz:a+2(b+c) *1(3_’4)’

1
deci B < 4(3—2) = g, agadar A > % > B, de unde .

Egalitate se obtine evident (doar) pentru a =b = c. O

Subiectul (3). Se considera mulfimea A = {n,n+ 1,n+2,...,2n}, unde
n > 4 este un numar natural. Determinati cea mai micd valoare a lui n
pentru care A contine cinci elemente a < b < ¢ < d < e astfel incat

a b c

. . P o .. . . C o
Solutie. Fie = valoarea comuna a fractiilor de mai sus. Atunci exista x € N*

astfel can < a = a2p? < apg = ¢ < e = 2¢®> < 2n < 2xp? = 2a, de unde
q < pv/2. Singurul rost al elementelor b si d este de a forta (zp + 2)p < 2pgq
(ceea ce ne permite a lua b = (zp+1)psid = (xrp+1)q). Atunci 2 < z(¢—p)
gl prin urmare

e pentru & = 1 trebuie ¢ — p > 2, care impreund cu ¢ < pv/2 duce la
p>T1(2/(V2—1)] =5, deci 7 < (p+2)? < ¢® < 2n, asadar n > 25 (care se
va vedea ca este mai mare decat valoarea obtinuta in cazul care urmeaza);

e pentru & > 2 trebuie ¢ — p > 1, care impreund cu ¢ < pv/2 duce la
p>[(1/(vV/2—-1)] =3, deci 2-42 < z(p + 1)? < 2¢® < 2n, asadar n > 16.

Deoarece pentru rezulta rapid modelul (unic) (z,p,q) = (2,3,4),
](a,b, c,d,e) = (18,21, 24,28, 32)
oficiala contine benigna eroare e = 30). ([

, acesta este raspunsul (din pacate, solutia

Subiectul (4). a) Demonstrati ca suprafata unui patrat de laturd 2 nu se
poate acoperi cu trei discuri de raza 1.

b) Demonstrati ca folosind trei discuri de raza 1 se poate
acoperi mai mult de 99,75% din suprafata unui pdtrat de laturd 2.

Solutie. Fie ABCD, cu coordonatele A(0,0), B(2,0),C(2,2),D(0,2).

a) Doua dintre cele patru varfuri — fie ele A gi B — trebuie si apartina
unui aceluiasi disc (deci sa fie un diametru al sau). Doua puncte X € (A4, D]
si Y € (B,C] pot apartine unui aceluiasgi disc doar daca XY || AB, dar
atunci ar trebui ca (AX) si (BY) sa fie ambele incluse in al treilea disc,
imposibil. Tar daca (A, D] si (B, C] sunt incluse in cate un disc diferit fiecare
(fiind diametre ale lor), mijlocul laturii C'D va raméne neacoperit. Solutia
oficiala se complica nejustificat, continand si regretabile erori de notatie.
Pana aici, nimic grav — o cerinta usoara, desi fara nicio legatura cu materia
clasei a VIII-a, potrivita pentru orice clasa mica, in chip de curiozitate
combinatorica.
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b) Modelul prezentat in solutia oficiala apare in ipostaza deus ex machina,
fara nicio justificare a felului cum a fost gasit, alta decat verificarea numerica.
O intrebare aproape echivalenta (dar mai precisa si interesanta) ar fi care
este raza comund minima r a trei discuri care pot acoperi patratul? Acest
fel de chestiuni fac obiectul unui important domeniu combinatoric, anume
” Acoperiri si Impachetiri” (”Coverings and Packings”), putandu-se dovedi
extrem de dificile, cu raspunsuri precise doar in unele cazuri ”mici”, uneori
implicand explorari numerice cu ajutorul calculatorului.’ Raspunsul, gisit
in literaturs, este r = v/65/8 ~ 1,0078, de exemplu pentru un model unde
centrele discurilor au coordonatele (1/2,7/8), (3/2,7/8) si (1,15/8). Acesta
sugereaza verificarea numerica a unui model unde centrele a trei discuri de
raz 1 au coordonatele (1/2,v/3/2), (3/2,v/3/2) si (1,2). Aria neacoperita
de aceste discuri este mai mici decét cea a unui dreptunghi de laturi 2—+/3 si

1—4/1— (2 —/3)2, care este ~ 0,0098 < 0,01, deci mai putin de 0,25% din
suprafata patratului raméane neacoperita. Aceasta a fost se pare gi metoda
folosita in concurs de Tudor Plopeanu. In fata unor probleme care necesita
calcule mai complicate, nu vad ratiunea de a perpetua invechita interdictie
a unor instrumente mecanice sau electronice de calcul — céci nu efectuarea
”de mana” a unor operatiuni plicticoase este scopul urmarit, si nimeni in
timpurile de azi nu se mai jeneazi in a le folosi.® Ce fericiti ar fi fost Tycho
Brahe, Kepler, Newton, Euler si Gauss sa fi avut la dispozitie astfel de
unelte! O

7. INCHEIERE

Problemele de gimnaziu incep sa méa intereseze mai mult (decat cele de
liceu), fiind mai putin supuse unor stricte cerinte ”tehnice”, deci permitand
mai multa libertate si originalitate (care din pacate nu sunt chiar in proportia
ideald; reteta ”gustarii” este cam fada). Cu exceptia unor scapari jenante,
un concurs pedestru, desi cam anost.

Faptul insa ca numele autorilor problemelor lipsesc (lipsesc si cele ale
selectionerilor problemelor, la fel de importanti — poate chiar mai mult — in
economia concursului), chiar si in suplimentul G.M.-B. inchinat Olimpiadei,
este ciudat gi ingrijorator. De obiceiu se pun sub preg doar lucrurile urate ...
Secretomania este o boalé, a carei terminalitate este obsolenta si caducitatea,
si a carei cura sta in bisturiul criticii.

5Un prim impuls de cautare si cercetare personald pe Internet poate fi dat de studierea
articolului de la https://eudml.org/doc/141584.

Referinta http://mathworld.wolfram.com/DiskCoveringProblem.html trimite si la
fascinanta http://mathworld.wolfram.com/FiveDisksProblem.html, mentionata si de
Martin Gardner intr-unul din Amuzamentele sale Matematice.

6Exist5, in Romania, un singur concurs unde interdictia dispare; ghici ciuperca ...
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