COMENTARII OLIMPIADA DE MATEMATICA 2014
TESTE DE SELECTIE SENIORI

ABSTRACT. Comments on some of the problems asked at the Senior
Selection Tests after the National Mathematical Olympiad of 2014.
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Qui male agit odit lucem'

1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Testelor de Selectie Seniori IV / V din 2014
reflecta opinia personala a autorului (Testele IT / IIT au fost deja comentate
intr-un material precedent).? La inceput apare si un addendum la Testul de
Selectie II.

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, i prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

2. ADDENDUM TEST SELECTIE II CATRE IMO
Subiectul (2). Fie a € (0,1), fie n € N*, gi fie f,: R — R datd prin
fn(x) = 2+ 2%/n. Demonstrati cd
a(l — a)n® 4 2a*n + a® an + a?
< <
(1—a)?n?+a(2—a)n+a? (M)(a) (1—an+a

den ori

MofM 2013 Extralist

Solutie. Definim sirul (ag)r>0 prin ap = a, apt1 = fn(ar) pentru k > 0.
Qp4+1 — Ak

(k+1)—k
plk+e)—o(k) 1

echivalam a; = ¢(k), si scriem relatia = —¢(k)?, adevirata

. v . . . a v
Motivarea pentru cele ce urmeaza vine din scrierea = £ Daca
n

pentru ¢ = 1, gi extrapolam la orice x = k gi € # 0 reale, obtinem
: +¢)— o)

/ — 1 gb(:l:

#(o) = lim S

e—0

= K¢(z)?, pentru o constantd K. Aceasta

1Cel ce infiptuieste riul urdste lumina. Evanghelia dup# Ioan, citatd de Lucie Simplice
Camille Benoit Desmoulins (decapitat odatd cu Danton).
2Lipsesc unele probleme, la care nu am vizut interesul de a fi prezentate. Le gasiti pe
toate, ca si rezultatele, la http://ssmr.ro/onm2014 gi http://ssmr.ro/program_juniori.
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/ d1
se scrie z(gl = K, adica 900 = —K, cu solutia ¢(x) = ¢ —Fka (unica,
pana la constantele K, C'); conditiile
1 2 1
a0=a=¢(0)=5 si alzfn(a):a—i—%:gﬁ(l): e,
1 1
duc la C = . si K = parpe deci ¢(x) = m. Luam sirul (x)k>0
dat prin x = ¢(k) = M pentru 0 < k <n+ 1, deci
n—alk—1)
- _ 2, ala+n) ~ala+n)  an+ad?

To=az=atai/n= n 7""Jtn_a—kn(l—a)_(1—a)n+a'

Avem, pentru orice 0 < k < n, xp41 — fn(zr) > 0 caci

> 0.

ala+mn) < ala+n) a’(a+n)? ) _ ka*(a +n)
n — ak n—alk—1) nn-—alk—-1))2 n(n —ak)(n — a(k — 1))?2

Dar agp = 29 = a si a1 = 71 = a + a?/n, si atunci rezultd prin inductie
Tpt1 > folzr) > falag) = aggr pentru 1 < k < n, functia f, fiind

2
9 . an+a 3 .
crescatoare. Prin urmare a, < x, = ———.° Desigur, aceasta nu
(1—a)n+a
demonstreaza decat una dintre inegalitati, dar am considerat ca metoda
merita fi prezentata. O

3. TEST SELECTIE IV CATRE IMO

Subiectul (1). Fie ABC un triunghi ascutitunghic si fie O centrul cercului
circumscris acestui triunghi. Tangentele la cercul ABC' in punctele B gi C
se intersecteaza in punctul P. Cercul de centru P si razd PB intersecteazd
bisectoarea interioard a unghiului BAC in punctul Q, situat in interiorul
triunghiului ABC, iar dreptele BC §i OQ se intersecteazd in punctul D.
Fie E gi F proiectiile ortogonale ale punctului Q@ pe dreptele AC, respectiv
AB. Ardatati ca dreptele AD, BE si CF sunt concurente.

Remarca. Ca de obicei, nu prea tratez problemele de geometrie (cu notabile
exceptii!). Se pare insa ca solutia nu este chiar imediata, si problema nu este
chiar ugoara. Comparati cu Problema 2.

Subiectul (2). Fie p un numdr prim impar. Determinati polinoamele f si
g din Z[X], care indeplinesc conditia

p—1
flg(x)) =Y x*.
k=0

an+a2

m, dar x,+2 poate deveni negativ pentru a foarte

3Avem sl ant1 < Tng1 =

aproape de 1.
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—1
XP -1 %
Solutie. Desigur ®,(X) = ~ 1~ Z X* este al p-lea polinom ciclotomic,
k=0

avand drept radacini w radacinile primitive de ordin p ale unitatii, si fiind
ireductibil peste Q (din criteriul lui Eisenstein si lema lui Gauss). Solutii
imediate sunt, pentru e € {—1,+1} si constanta arbitrara C € Z

f(X) =eX +C, g(X) =e(®p(X) - C)

g(X) =eX + 0, f(X) = Pp(e(X - C))

Sa presupunem ca exista si o alta solutie, cu 1 < deg f,degg < p — 1 (si
produsul gradelor evident egal cu p —1).* Fie atunci 1 < u = deg f < p— 1,
cuulp—1,decil<v=(p—1)/u=degg <p—1. Pentruw € C\ {1} cu
wP =1 avem deci f(g(w)) = 0. Multimea U = {g(w) |w € C\ {1},wP =1}
nu poate avea mai mult de u elemente, caci atunci f ar fi identic nul; pe de
altd parte, daca ar avea mai putin de u elemente, atunci unul dintre ele ar
fi obtinut pentru mai mult de v = (p — 1) /u valori ale lui w, si atunci g ar fi
constant, absurd. Prin urmare |U| = u, fiecare dintre elemente fiind obtinut
pentru exact v = (p — 1)/u dintre cele p — 1 valori ale lui w.

Dar toate aceste consideratii de mai sus sunt inutile (am decis sa le prezint
doar pentru a vedea o cale care se cam infunda, dar care ar putea fi necesara
daca am analiza posibilitatea f,g € R[X] ... Fie deci, pentru 1 < u,v < p—1,
uw =p—1,

f(X) = au X%+ ay 1 X" P+ + a1 X + ag,

9(X) = b X" 4+ by XV 4 4 b X + b,

Coeficientul lui X?~2 in f(g(X)) este evident ua,b% b, 1, cici urmatoarele
monoame sunt de grad cel mult max{p — 3,p —v — 1} < p — 3. Dar
|ua, bt 1b, 1| # 1, cici u > 2, si deci este diferit de coeficientul lui X?~2 in
®,(X), asadar aceasta optiune nu este viabila. O

Remarca. De ce p = 2 a fost exclus, este iarasi un mister; cazul p = 2
nu este mai trivial decat p = 3. Mai mult, conditia p prim este si ea cu
totul irelevanta, dupa cum se vede din pedestrul argument de mai sus. Nu
sustin ca se putea lucra in general cu polinomul ciclotomic @, (X) (ar fi
poate interesant de analizat acest caz, si un rezultat particular cu solutii
suplimentare este chiar anuntat mai jos), dar evident se putea lucra cu

4Desigur, pentru unul dintre gradele polinoamelor f, g egal cu 1, formele de mai

sus sunt evidente. Dacd deg f = 1, atunci f(X) = eX + C, si f(g(X)) = ©,(X) se

scrie g(X) = [ (®,(X)) = é(@,,(x) — C). Daci degg — 1, atunci g(X) = eX + C,

s f(9(X)) = @,(X) se scrie f(X) = (g (X)) = @, (1

g(X - C)) Acestea forteazi

1
le] =1, deci — =e.
€



COMENTARII DAN SCHWARZ

n—1
P,(X) = Z X* pentru orice n > 2. Asa incat conditia de primalitate nu

k=0
este decat praf in ochi — menit poate sa ascunda banalitatea fenomenului

cerut a fi demonstrat in aceasta problema care doar pare tehnica, si poate
speria concurentii mai novici, dar care sucumba la cel mai grosolan atac.’
Comparati cu Problema 1.

De fapt, In demonstratia de mai sus, singurul lucru care a contat a
fost coeficientul monomului X" =2, care (impreuna cu faptul ci P,(X) este
monic) poate fi luat egal cu +1, pentru acelasi rezultat (restul nu conteaza
deloc). Am facut si cateva calcule pentru a ajunge la urmatoarele rezultate
particulare

e Pentru P,(X) = X*+ X34+ X2 + X +1 = ®5(X) nu exista alta solutie
nici macar cu f,g € C[X] (ar trebui deg f = degg = 2, dar identificarea
coeficientilor ajunge la o contradictie).

e Pentru P,(X) = X* 41 = ®g(X) existd si singura alta familie de solutjii

fX)=(X4+0)*+1, g(X)=+X2-C

pentru o constanta arbitrard C' € Z (prin identificarea coeficientilor).

Subiectul (3). Fie n natural nenul si fie S, multimea permutarilor mulfimii
{1,2,...,n}. Pentru fiecare permutare o din S, fie I(0) = {i : o(i) < i}.

Calculati suma .
—_— (1 + o(i)).
2 o] 2

i€l(o)
Solutie — Schita. (idee Stefan Tudose) Notand Ax = {o : |I(0)| = k}, ar fi

deajuns sa demonstram

Z Z i+0(i)) = (n+ 1)k|Agl,

o€AL i€l(o)
n n
caci atunci suma ceruta va fi Z(n—k 1)|Ag| = (n+1) Z |Ak| = (n+1)l. O
k=1 k=1

X” 5"

5Am si prezint insa si o metoda ”avansata” de a solutiona problema, produsa in concurs
de Stefan Spataru, dar care paleste, din pacate, in fata sarjei de cavalerie de mai sus.

XP — 1 X+1)P—1 &2
Avem ®,(X) = ——, deci ®,(X +1) = % => (k _’; 1) X". Dar atunci
k=0

»(X +1) Zk(k N 1) X1 gatisface criteriul lui Eisenstein, deci este ireductibil

peste Q, agadar ®,,(X) este si el ireductibil peste Q. Daca avem f(g(X)) = ®,(X), atunci
F(g(X))g'(X) = ®,(X), ceea ce forteazd min{deg f,deg g} = 1. Nu stiu de ce, dar am
presentimentul cd aceasta era si solutia oficiald intentionata ... o caramida mult prea
mare pentru a strivi o biatd muscs (iar desigur, ®5(X) = 4X® este reductibil, si acest
caz particular, tratat mai sus, chiar invalideazi concluzia pentru cazul general). Inci o
substantiere a zicalei ”graba strica treaba”.
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Remarca. O formula eleganta, unde se poate ”"ghici”, din considerarea
cazurilor "mici” n = 1,2,3, ca valoarea cautata este (n + 1)!. Nu mai
am Insa puterea, nici rabdarea, de a cauta o solutie personala.

4. TEST SELECTIE V CATRE IMO

Subiectul (1). Fie ABC un triunghi si fie O centrul cercului circumscris
acestui triunghi. Dreptele OA si BC' se intersecteazd in punctul M ; punctele
N i P sunt definite in mod analog. Tangenta in A la cercul ABC' inter-
secteaza dreapta NP in punctul X; punctele Y si Z sunt definite in mod
analog. Aratati ca punctele X, Y, Z sunt coliniare.

Remarca. Vezi remarca despre problemele de geometrie de mai inainte. Va
trimit la solutiile oficiale (cand si daca vor fi vreodata postate).

Subiectul (2). Fie m un numar natural nenul §i fie A, respectiv B, un
alfabet cu m, respectiv 2m, litere. Fie n un numdr par mai mare sau egal
cu 2m. Fie a, numadrul de cuvinte de lungime n, formate cu litere din A,
in care apar toate literele din A, fiecare de un numdr par de ori. Fie by
numdarul de cuvinte de lungime n, formate cu litere din B, in care apar
toate literele din B, fiecare de un numdr impar de ori. Determinati raportul

b/ a,.

Solutie. Hmm ... functii generatoare? Raspunsul este | by, /a, =2""""| O

Remarca. Reminiscente Problema 5, IMO 2008 Spania? Ag fi curios daca
cele doud probleme sunt afine in vreun fel; rezultatele contin formule foarte
asemanatoare. Poate o minte mai tanara si mai odihnita ...

Subiectul (3). Fie n un numar natural nenul si fie f: [0,1] = R o functie
crescatoare. Determinati

n
2k —1
ogxlg}?%(mng; / ( T o D '
Solutie. Functia f nu joaca niciun rol, caci solutia stabileste existenta unei
. - o 2k —1 20(k) —1
permutari o a multimii {1,2,...,n} astfel incat |z — 5 < 5
n n

pentru toti 1 < k < n, cu egalitate care chiar se poate atinge, pentru toti

n
2k — 1
xp, = 0 sau toti x; = 1. Prin urmare maximul cautat va fi Z f < >

2n
k=1
Fie graful bipartit unde malul stang este {1,2,...,n} x {s}, malul drept
este {1,2,...,n} x {d}, iar o muchie intre (k, s) si (¢, d) exista daca si numai
2k —1 20— 1
daca |z — < . Daca demonstram ca exista o permutare 7 a

2n | T

multimii {1,2,...,n} astfel incat deg (k,s) > 7(k) pentru orice 1 < k < n,

atunci conditiile Hall din Lema Mariajelor sunt trivial indeplinite, deci exista

un cuplaj perfect, adicd o permutare o a multimii {1,2,...,n} astfel incat

(k,s)(o(k),d) sa fie muchii pentru orice 1 < k < n. O
5
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5. INCHEIERE

Inci o problema inutila (Problema 2, Testul IV); daca vom numara acum
problemele relevante din cele (doar) cinci Teste de Selectie, vedem ca nu
prea raméane carne pe os, i selectia nu este prea serios sprijinitd. Cu un
astfel de numar scazut de probleme efective, cine poate spune ca (intr-o
lume fericita, in care chiar am avea o mai mare disponibilitate de talente)
selectia a fost cea mai potrivita? Oricum am ajuns sa avem mai multe
probleme in Testele de Selectie pentru Juniori decat in cele pentru Seniori!
Bine ca macar pregatirea a fost consistenta, sustinuta si eficienta, livrata in
pachete hranitoare pregatite de maestri bucatari ...

Propun atunci, ca metoda alternativa de selectie, cea a unui sondaj printre
participanti — pentru a alege echipa optima; sigur nu ar produce un rezultat
mai departe de adevar, ar evita frustrarile si ar crea un consens (in jest) ©

Anul acesta este aproape unic prin numéarul ne-nul si chiar ridicat de
drop-outs din programul de selectie. Nume ca Abu-Baker, Magalie, Hai,
Gramatovici, au parasit programul, si destui altii sunt nemultumiti si practic
alienati de sistem. Atmosfera este incarcata, spiritele Incinse, gi suferd — pe
buna dreptate — matematica. Doar de deasupra norilor nu se vede, in ceata.
Si cum aceasta majoritate tacuta nu este auzita, am incercat si-i dau o voce.

Enunturile au fost postate in timp rezonabil de scurt (spre orele 17:00
luni §i marti), dar nu si solutiile oficiale (probabil inca ne-finalizate la acest
moment). Rezultatele au devenit si ele disponibile in seara zilei de 3 iunie.
Felicitari tuturor celor ramasi in cursda pana in aceste faze finale, si celor
calificati pentru concursurile internationale, unde le dorim un mare succes!

Echipa Romaniei pentru editia a XXI-a Tuymaada din Yakutsk — Yakutia
este

’ Nume ‘ ‘ Scoala Puncte
Theod

cocor IX | ICHB, Bucuresti 56
LUCESCU

tefan R.

Stefan Rares | v | |oyp Bucuresti 53
TUDOSE

Filip e .

IX | C.N. Mihai Viteazu, Bucuresti 45

ION

A propos, Yacutia din anunturile de pe SSMR este un hibrid; trebuia sau
in forma internationala, sau, mai pe romaneste, sau

Oare cum ne-am simti daca pe site-ul MAA ar fi scris Ruminia? In mod
neasteptat si oarecum aleator, cu explicatii la fel de neverosimile, selectia
pentru Tuymaada s-a facut numai dintre elevii clasei a IX-a, taind aripile
unor elevi din clase mai mari, care sperau ca in fine vor putea culege roadele
muncii lor ... pacat! (ma intreb ce s-ar fi intamplat daca printre cei din lotul
restrans nu mai ramaneau deloc elevi de a IX-a?).
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Echipa Romaniei pentru editia a 55-a OIM din Cape Town — Africa de Sud
este

Rad

acu Bucuresti Leader
GOLOGAN
Bogd

ogdan Buzau Deputy
ENESCU
Mihai

i al o Bucuresti Observer A
BALUNA
5

mer o Baia Mare Observer B
CERRAHOGLU

’ Nume ‘ ‘ Scoala Puncte

Ste{an XI | ICHB, Bucuresti 112
SPATARU
Teodor Andrei

cocdor Andrel X | ICHB, Bucuresti 96
ANDRONACHE
Simona XI | ICHB, Bucuresti 95
DIACONU

ioralA -
Viorel-Andrei XII | ICHB, Bucuresti 89
BUD
Paul-Gabriel XII | ICHB, Bucuresti 85
MUSCA
Ioan Laurentiu . .

X | C.N. A. Lahovari, Rm. Valcea 78

PLOSCARU

Sincere regrete pentru Marius Bocanu, care nu si-a gasit loc in echipa
pentru OIM. Valurile au batut din directia gresita in chila corabiei sale.
Ditto pentru Omer Cerrahoglu, despre care am vorbit mai pe larg in
comentariile mele legate de Olimpiada Nationala.



