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Etapa 6, Problema 3

Pe laturile (AB), (CD) si (DA) ale patratului ABCD se considera punctele
E, M respectiv N astfel incat E este mijlocul lui (AB), iar dreptele BM si
EN sunt paralele. Demonstrati ca dreapta MN este tangenta cercului inscris in
patrat.
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Solutie (primitd de la majoritatea concurentilor).

Raportam planul la un reper cartezian cu originea in O, avind dreptele
AB i AD ca axe si astfel incdt segmentul AB sid aiba lungimea 2; atunci
A(0,0),B(2,0),C(2,2),D(0,2), iar M (m,2), ca m € (0,1) (in caz contrar,
N nu s-ar mai afla pe segmentul AD, ci pe prelungirea acestuia).
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Panta dreptei BM este —=, prin urmare ecuatia lui EN (care are aceeasi

pantd ca si BM) este 2z — (m — 2) y—2 = 0. Obtinem coordonatele punctului N,
anume (0, ﬁ) . Ecuatia dreptei MN vafi2(m —1)xz—m (m —2)y—2m = 0.

Pentru a demonstra cerinta problemei, ar fi destul si ardtam ca distanta
de la centrul O(1,1) al patratului la dreapta MN este egald cu raza cercului
inscris, deci cu 1. Intr-adevir, avem:

C2m—-1)—m(m—-2)—2m|  m®—2m+2

=1.
Va(m =1 +m? (m —2)° (m? — 2m + 2)2

d(0,MN)

Solutie alternativa (Ciprian Stirbu, Baciu i Octavian Rosu, Ploiesti).

Fie a« =¢ BMC =¢£ AEN =¢ EBM, AB =2, DN = a,DM =bsi O
centrul patratului. Dreapta MN este tangentd cercului inscris in patrat dacad
si numai dacd acest cerc este cercul D-exinscris triunghiului DMN. Acest din
urma cerc are centrul I pe DB gi fie r raza sa; dacd vom dovedi ca r» = 1, atunci
I = O si problema ar fi rezolvata.

Avem: r = ptg (3 £ ADC) = p-tgd5° = p,undep = 1 (DN + MN + MD) =
1(a+b+Va2+1b%). Apoi, tga = 4 = a = 2 — tga s tga = g—ﬁ = b=
2 — tg%. Atunci:

r=lep=lsat+tb+a2+b2=2

SvVat+b?=2—a—-b&24+ab=2(a+b)

2 2
&2+ (2 tga) (2) _2<2tga+2>
tga

tga
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@8—2(tga+) =8—2(tga+>,
tga tgo

ceea ce este, evident, adevarat.

Solutie alternativi (Vladimir Cucu, Chigindu).
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Consideram: X si Y mijloacele segmentelor CD, respectiv AD, O centrul
patratului, Z proiectia lui O pe MN; notdm cu a latura patratului gi fie z =
tg (¢ ANE) = tg (¢ MBC).

Evident cd M € (DY) si N € (DX), prin urmare = = tg (¢ ANE) = 4£ =

a —a(l_1) ;i — — Mc _ 3+MY _
2(5+XN) :>XN_2(z 1),1arx—tg(7ﬁMBC)— Be = > = MY =

2 (2z —1). Apoi, este clar cd x € (3,1), ceea ce face ca toti numitorii care vor
aparea in continuare si fie nenuli.

Pentru a demonstra cerinta problemei, ar fi suficient sa aratam ca OZ = OX.
Avem echivalent:

0Z =0X ¢ XNO=¢ MNO &£ XNO =¢ MNO

&¢ DNM =180° — 2- £ XNO & tg (¢ DNM) = —tg (2- £ XNO)

2.tg(¢ XNO) DM 258

& tg(£ DNM) = —; o = 2N
tg? (¢ XNO) —1 DN -1
@%(2—2@__ a ) 1 1 @23:(1—1:)_2x(1—:1:)
ggfl)_ e 1) (1) 2r—1  2z-1"
2( x 2 \z ( 1)
ceea ce este, evident, adevarat.
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