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This ain’t Kansas, Dorothy!"

1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Testelor de Selectie Seniori II / III din 2014
reflecta opinia personala a autorului (Testul I nu a fost comentat nici in
materialul referitor la Etapa Finala, din motive personale).? In final apare
si un addendum la materialul despre BMO 2014.

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

2. TEST SELECTIE II CATRE IMO

Subiectul (1). Fie ABC un triunghi, si fie X, Y, Z puncte interioare pe
laturile BC, C'A, respectiv AB. Demonstrati cd triunghiul X'Y'Z', obtinut
din XY Z printr-o omotetie din centrul de greutate al triunghiului XY Z, de

raport 4, acoperd cel putin unul dintre varfurile A, B, C.
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Remarca. Mentionez aceasta problema doar pentru a atrage atentia asupra
ideii fecunde din prima solutie oficiala, anume de a considera o transformare
afina prin care triunghiul XY Z devine echilateral, cat si a faptului ca, in
mod simetric, cel putin unul dintre varfurile A, B, C se va afla in exteriorul
(la limita, pe frontiera) triunghiului X'Y’Z’.
Subiectul (2). Fie a € (0,1), fie n € N*, si fie f,: R = R datad prin
fn(z) = 2 + 2% /n. Demonstrati cd
a(l —a)n? + 2a’n + o® an + a?
( 22) 5 <(fno---ofu)a) < .
(I1—a)’n’+a(2—a)n+a —_ (1—a)n+a

de n ori

MofM 2013 ExtraList

!The Wizard of Oz (intr-un libret liberal).
2Lipsesc unele probleme, la care nu am vizut interesul de a fi prezentate. Le gasiti pe
toate, ca i rezultatele, la http://ssmr.ro/onm2014 i http://ssmr.ro/program_juniori.
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Solutie. Pentru n = 1 cerinta este triviala, iar inegalitatea din dreapta este
chiar egalitate — un lapsus; deci vom presupune in cele ce urmeaza n > 1.

S& lusm f: R — R data prin f(z) = 2 + 22/), unde A > 0. Pentru f*
fiind a k-a iteratd a lui f, notdm aj = f*(a) pentru k € N, deci ap = a si
ap+1 = flag) = ag + a2/ pentru k > 0. Aceasta relatie de recurentd de
ordin 1 este neliniara, si nu poate fi rezolvata prin metode clasice. Dar exista

un "truc”, acela de a scrie relatia de recurenta pentru termenii inversati.

1 1 1 A .
Avem = — — , deci prin insumare gi telescopare
Ak+1 ar  ap+ A

1 n 1 &1 1 n
L edl R
a a+X a, a kfoakjL)‘ a  ant+ A
caci f(x) — « fiind pozitivd pe (0,00) face ca sirul (ax)g>o sa fie strict

1+Xa—n

crescator. Pentru n < 1+ A/a avem a, < , care pentru A =n

este chiar una dintre inegalitatile cerute. Desigur, tot spielul luarii A = n
este pentru a asigura n < 1 + A/a, dar s-ar fi putut merge chiar putin mai
departe, si lucra cu termenul a,,41, pentru care inegalitatea n+1 < 14+ \/a
revine la 0 < @ < 1, maximum ce se poate spune. Si majorantul ar arata

i ala+n . . o . . o
atunci apy1 < (1(), mai estetic placut, si s-ar fi rezolvat si neplacutul
—a)n
caz de egalitate pentru n = 1. Solutia oficiala inlocuiegte apoi aceasta

valoare a majorantului obtinut pentru a, in cealalta inegalitate de dupa
telescopare, obtinand exact a doua inegalitate ceruta.

Dar aceasta metoda nu este optimala. Notand a, = = si majorantul cu

1 1 n 1 n
M, s-au obtinut z < M g1 — < — — < - — . Un minorant mai
E 5 r a xT+X a M+ )
. . . . v . v . n
bun pentru x se obtine din inecuatia patratica la care revine — < — — ———,
r a T+
la fel de urat ca si expresia din enunt. ([

Remarca. Problema este banala, daca ”trucul” de mai sus al manipularii
relatiei de recurenta vine in minte. Aceastd metoda este relativ obscuré,
cunoscuta in diverse aplicatii de analiza matematica, si nu prea isi are locul
intr-o problema de test catre IMO.? Coincidenta fortuita dintre pasul de
iterare n gi valoarea parametrului A\ = n nu ajuta nici ea. Rezultatele vin sa
confirme aceasta apreciere; doua note de 4/7, trei de 3 si una de 1 — restul
0, pentru cei 27 cei mai buni olimpici din tara ...

Subiectul (3). Determinati numerele naturale nenule n pentru care toate
numerele naturale nenule mai mici decat n si relativ prime cu n sd fie puteri

de numere prime.
777

3A circulat o problema, cerand primul indice pentru care sirul (z),>1 dat de z1 = 1/2,
Tntl = Tn + x%/2013, trece dincolo de valoarea 1, care depindea de metode similare.
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Solutie.Problema de folclor

(* ) Determinati cel mai mare intreg pozitiv n pentru care

toate numerele naturale mai mari decat 1, mai mici decat n

si relativ prime cu n, sa fie chiar numere prime
este mentionata in [H. RADEMACHER & O. TOEPLITZ — The Enjoyment of
Mathematics], pp. 158-160, Princeton University Press (1957), tradusa si in
limba romana, folosind inegalitatea lui Bonse. Pentru (pp,)m>1 fiind sirul
numerelor prime 2,3,5,7,11, ..., inegalitatea spune ca pip2---pm > p,2n+1
pentru m > 4 (o altd inegalitate a lui Bonse este ca pipa---pp > pf’nH
pentru m > 5), si se obtine ca este cel mai mare numar cu aceasta
proprietate.? Este clar ci problema de fats este o (ugoara) Intarire a ei.

Fie pr < py cele mai mici doua numere prime care nu il divid pe n; atunci

-1 -1
1 1
— H Pm | m si (prpe,n) = 1, deci trebuie — H Pm < n < prpe, adica
Pk m=1 Pk m=1
-1 -2
[ 2 < pen < pipe, si deoarece pi < pyp_1, trebuie [] pm < pe-1pe.
m=1 m=1
0—2
Avem Insa pipopsps = 210 > 143 = pspg. Presupunénd H Pm > DPe—1Pe¢
m=1
/—1
pentru ¢ > 5, vom avea gi H Dm > p%,lpg > 4dpy_1pe > Qp% > pepe+1, din
m=1

postulatul lui Bertrand (teorema lui Cebasev). Atunci ¢ < 5, deci n < 77.
Sunt sigur chiar ca inegalitatea de tip Bonse p1p2 - - - pm > pm+t1Pm-2 pentru
m > 4 se poate obtine cu aceleasi metode complet elementare, fara a recurge
la postulatul lui Bertrand (care este mult mai puternic).

Numerele n cautate sunt 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 18, 20, 24,
, 42, (ingrosate sunt cele care raspund la intrebarea (x); pentru
un motiv neclar, solutia oficiala omite n = 1, care raspunde la cerinta, in
mod vacuu). Era mai inspirat, ca in (x), sa se fi cerut doar determinarea
celui mai mare astfel de numar, anume % (evitand astfel pierderea

timpului in gasirea tuturor celorlalte cazuri, mai mici). U

Remarca. Meritul inegalitatilor de tip Bonse este ca ele erau demonstrate
cu mijloace cu totul elementare (la acea vreme demonstratia elementara a lui
Erdés pentru teorema lui Cebagev (postulatul lui Bertrand) nu fusese inca
data). Dar cu aceasta din urma, problema este extrem de simpla pentru o
Problema 3 intr-un test de seniori, mai ales comparata cu Problema 2.

4Bebe Panaitopol a publicat in 2000 un articol in care obtinea inegalitatea tip Bonse
p1p2 - Pm > prmn;f<m), pentru toti m > 2 (unde w(m) este numéarul numerelor prime cel
mult egale cu m). Aceasta imbunétitea inegalitatea lui Pésa, in forma pips - - - pm > pfnﬂ
pentru m > 2k (k > 1 dat).

5Un numér frumos, regasit gi in Republica lui Platon.
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Subiectul (4). Fie functia f: N* — N* data prin f(1) =1, f(2n) = f(n)

st fCn+1)=f(n)+ f(n+1) . Demonstrafi cd, pentru orice
n € N*, numarul intregilor impari m € N* pentru care f(m) = n este egal
cu numarul intregilor pozitivi mai mici decat n §i coprimi
cun

777

Solutie. (Laurentiu Ploscaru) Notam mai intai ca ged(f(s), f(s +1)) = 1,
pentru orice s € N*. intr—adevér, daca ar exista o pereche astfel incat
(k,0) = (f(s), f(s+ 1)) cu ged(k,¢) > 1, atunci o putem alege pe cea cu
k¢ minim, insd ea ar proveni din una dintre perechile (k, {—k) sau (k—¢, ¢),
fapt care ar intra In contradictie cu minimalitatea alegerii facute.

Ideea cruciala este sa pornim cu urméatoarea ipoteza de inductie (care este
de altfel mult mai puternica decat ceea ce ne sugereaza cerinta problemei)

Pentru orice pereche (k,£) € N* x N* de numere coprime,
exista gi este unic s € N* astfel ca f(s) =k, iar f(s+1) = L.
Demonstratia se face prin inductie dupa k + ¢. Pasul de pornire (cu
k =¢ =1, pentru care s = 1, cu f(1) = 1 = f(2)) este trivial, iar pentru
pasul ulterior de inductie (cdnd vom avea k # () distingem doua cazuri
posibile

e daca k > /¢, din inductie exista un unic ¢ € N* pentru care f(t) =k — ¢
si f(t+1) =4, ceea ce pentru s = 2t + 1 implica f(s) =k si f(s+ 1) =¥
e daca k < ¢, din inductie exista un unic t € N* pentru care f(t) = k si

f(t+1)=1{—k, ceea ce pentru s = 2t implica f(s) =k si f(s+1) =~¢.
In ambele situatii unicitatea lui s rezulta in mod evident din cea a lui ¢.

Acum nu ne mai raméane decat s observam ca numaéarul de astfel perechi
(k,0) cu k+{¢ = nsiged(k,f) = 1 este chiar ¢(n) (numarul intregilor pozitivi
cel mult egali cu n si coprimi cu n), caci ged(k,n) = ged(k,n—k = £) pentru
orice numar natural 1 < k <n — 1. Dar pentru acel unic s asociat perechii
(k,?), luand m = 2s + 1 impar avem f(m) = f(s) + f(s+1) =k +{ =n,
si invers, pentru orice m = 2s + 1 impar pentru care f(m) = n avem
n = f(s) + f(s 4+ 1), cu perechea (k, ) = (f(s), f(s + 1)) cum trebuie.

O solutie eleganta (ca si cea a Problemei 4 din Testul urmator), pe care
am detaliat-o pentru a obtine o claritate de cristal. U

Conjugata cu Problema 3 din Testul urmator, Problema 2 a constituit un
egec scontat, chiar daca unii dintre selectioneri 1gi manifesta uimirea fata de
acest(e) rezultat(e) (ne)agteptat(e).

6Toate aceste ultime consideratii sunt pentru n > 1; cazul n = 1 fiind separat, si trivial.
Cu toate acestea, mica eroare din enunt afecteaza acest caz n = 1, pentru care enuntul ar
fi fost fals in forma prezentata.
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3. TEST SELECTIE III CATRE IMO

Subiectul (1). Fie ABC wun triunghi isoscel cu AB = AC, si fie M si N
puncte pe laturile BC, respectiv C A, astfel incat unghiurile BAM si CNM
sd fie egale. Dreptele AB si M N se intersecteaza in punctul P. Demonstrati
ca bisectoarele (interioare ale) unghiurilor BAM si BPM se intersecteazd
intr-un punct aflat pe dreapta BC.

Bogdan Enescu

Figura, curtoazie Andrei Eckstein

Solutie. Solutia oficiala incepe direct cu calcule din care rezultatul sa reiasa
prin teorema bisectoarei. Sunt insa lucruri de spus despre constructia din
problema. Din cele date rezulta imediat ca triunghiurile BAM si C N M sunt
asemenea, deci ZAMB = ZNMC, cu ZAMB+ ZAMN +/ZNMC = 7, de
unde ZAM B < 7/2 (la limita, daca ZAM B = m/2, atunci M este mijlocul
laturii BC, N = A = P, cele doua bisectoare coincid, si este putin cam
grosolan a zice ca ele se intersecteaza pe dreapta BC, caci se intersecteaza
"peste tot”; acesta este un veritabil caz degenerat). Prin urmare punctul
M nu se poate afla pe jumatatea laturii BC' dinspre B, caci atunci am avea
LZAMB > 7/2, deci trebuie MC' < M B. Consecinta este ca punctul P se
va afla de aceeasi parte a dreptei BC ca si A.7

Sé examinam acum triunghiul APM. Evident dreapta M B este chiar
bisectoarea exterioara din varful M, iar bisectoarea interioara a unghiului
BAM este bisectoare exterioara din varful A; ele se intersecteaza Intr-un
punct J pe BC care este centrul cercului exinscris triunghiului APM relativ
la varful P, deci se afla pe bisectoarea interioara a unghiului BPM. Niciun
calcul. Look, ma’! no hands ... O

"

0 figurd "gresitd”, unde P si A se afld de parti diferite ale dreptei BC, duce la o
”solutie” trivial imediata; se pare, evitata de concurenti.
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Lasand gluma laoparte, ratarea acestui argument in solutia oficiala,
care se oboseste in a calcula varii rapoarte, este un fapt care pe mine ma
ingrijoreaza; relativ la cat timp a fost petrecut in analiza problemei, si de
asemenea la completa trivialitate a solutiei, care nu o face demna nici macar
de o problema pentru Juniori. De altfel rezultatele obtinute arata ca este
o intrebare inutild, pe care toata lumea a primit scor maxim (cu, vai, un
notabil gi regretabil accident). Pusa in balantd cu Problema 3, la polul
diametral opus (vezi comentariile mai jos), s-a ajuns astfel la un Test de
Selectie format din doar (celelalte) 2 probleme.

Remarca. Editie ultima ora! Site-ul http://www.mategl.com/ semnaleaza
problemele concursului ”Laurentiu Duican” de la Brasov. In aceeasi zi, la
acest concurs inter-judetean de calibru relativ redus, cu probleme de clasa
dintre cele mai usgoare, problema de mai sus a fost intrebata pe pozitia 2 la
clasa a VII-a, jumatate dintre participanti obtinand nota maxima (a propos,
autorul n-are nicio vina in proasta alegere pentru Test). Unde tragem linia?
Cine vegheaza ca astfel de ciudatenii sa nu se petreaca? Conul de umbra
aruncat asupra intregului proces de selectie trimite la eclipsa la care ma refer
ceva mai jos ...

Subiectul (2). Pentru orice intreg pozitiv n, fie o(n) suma divizorilor sai
pozitivi (1 si n inclusiv). Demonstrati ca un intreg pozitiv n, care are cel
mult doi factori primi distincti, satisface conditia o(n) = 2n — 2 daca si
numai dacd n = 2F(2F1 + 1), unde k este numdr natural, iar 281 +1 este
numar prim.

777

Remarci. Desigur, atunci k + 1 este o putere a lui 2, iar 28! + 1 este un
numar prim al lui Fermat. Solutia oficiala listeaza numerele

3=2002" +1),10 =2%(22 +1),136 = 23(2* 4+ 1),128 - 257 = 27(28 + 1),

dar nu si 32768 - 65537 = 2'°(216 4+ 1), de parca ultimul numar prim Fermat
cunoscut n-ar fi meritat popularizarea ... Este meritorie Remarca despre
numerele " perfect-plus-two” (pp2) si proprietatile lor (in cea mai mare parte
necunoscute), dar parca ar fi trebuit spus si ca aceasta caracterizare a unora
dintre numerele pp2 este folclor, cunoscutéa in literatura; prin urmare inca o
problema care nu face decat sa repete fapte teoretice cunoscute.

Subiectul (3). Determinati cea mai micd valoare a constantei reale ¢ pentru

care
2

n k n

D\ pm| sed
k=1 j=1 k=1

pentru toate numerele naturale nenule n $i toate numerele reale pozitive

T1,22,...,Tnp.

77?7
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Solutie. Celebra inegalitate a lui Hardy spune cé, pentru orice sir (zx)g>1
de numere reale ne-negative (care nu este identic nul), si pentru orice numar
real p > 1, avem

k=1 p-1 k=1

[ 1 k P P p 00
S (i) <(G5) Xt
j=1

P
iar pl) este cea mai buna constantd. Pentru p = 2, fixand n > 1 si
p pa—
luand x; = 0 pentru k > n, obtinem
n 1 k 2 n 2 00 1 n
2
> (13a) ¢ (Na) (3 ) <oxa
k=1 j=1 k=1 k=n+1 k=1
Dar
o o o0
1 1 1 1 1
0< — < — = — =) ==
Yo X 2 (e
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

si deci toate ingredientele sunt prezente pentru a clama rezultatul .
Daca intr-adevar simtim nevoia, se poate arita usor, ca in solutia oficiala,
ca exista o constanta C' > 0 (a cérei valoare nici méacar nu trebuie precizata)

1 .
pentru care, luand zp = ﬁ pentru orice 1 < k < n, sa avem

n 1 k 2 n 1 k 1 2 n 1 n
. —_— J— —_—— P 2 _

21 £330 I o1 £5 oM [EF) SLRCEN) pE Y

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 k=1
Dar atunci

1 “ 1 "1
CZE>4ZE_C se scrie (¢ —4) E>_C’
k=1 k=1 k=1

ceea ce forteaza ¢ > 4 (din faptul ca seria armonica este divergenta). O

Remarca. Ce s-ar fi intamplat dacd un concurent ar fi scris — sec "este
inegalitatea lui Hardy”? Nota 0, evident. La ce bun cerem in concurs re-
demonstrarea unor rezultate esentiale, bine-cunoscute, si apartinind unui
domeniu matematic distant de cerintele IMO? Rezultatele sunt pe masura;
o nota de 5/7 si tot restul 0. Sugerez, pentru barajele urmatoare, alte
inegalitati — Carleman, Pdlya-Knopp, Karamata, Brunn-Minkowski, etc.

Subiectul (4). Fie n un numdr natural nenul, si fie A,, respectiv By,
mulgmea intregilor ne-negativi k < n pentru care numdarul divizorilor primi
distincti ai lui cmmdc(k,n) este par, respectiv impar. Demonstrati ca avem
|An| = |Bn| daca n este par, si ca avem |Ay| > |By| dacd n este impar.

77?7
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Solutie. (Laurentiu Ploscaru) Definim functia f(n) = |A,| — |By|. Evident
f(1) = 1. Sa observam ca daca n este un numar natural divizibil cu un
numar prim p, atunci ged(z,n) si ged(x + nk,pn) au aceiasi factori primi,
oricare ar fi numerele x si k. Or, aceasta inseamna ca daca z € X, atunci
{z,z+n,z4+2n,...,z+(p—1)n} C X,,, unde X € {4, B}. Rezultd imediat
ca |Anp| = p|An| si |Bnp| = p|Byl, deci f(np) = pf(zf)

Prin urmare este suficient sa tratam cazul n = Hpi, unde p1,p2,...,Ps
i=1
sunt numere prime distincte. S& remarcam acum urmatoarele detalii

e contributia unui un numar z in f(n) este u(d), unde d = ged(z,n), iar
1 este functia lui Mdébius;

n . <
e sunt ¢ (3) numere z cu proprietatea ca d = ged(z,n).

Asadar f(n) = Z w(d)e (g), si eventual putem obtine folosind formula
dln
de inversiune a lui Mobius si ca ¢(n) = Z f(d). Acum un clasic argument
din

tip PIE (Principiul Includerii/Excluderii) duce la formula
f(pip2--+ps) = (p1 —2)(p2 —2) -+ (ps — 2).

Notéand rad(n) = H p, rezulta ca
p|n, p prim
f) = rogiey ad) = s T -2),

p|n, p prim

asadar f(n) > 0, cu f(n) = 0 daca si numai daca 2 | n, adica n este par. O

Nicio problema de combinatorica. Nicio veritabila problema de geometrie
sintetica. Un Test de topologie generala este poate in durerile facerii. In fata
unui destin ineluctabil nu-mi ramane decat sarcasmul, si eleganta speranta
a unei eclipse sau apocalipse.

4. AppENDUM BMO 2014
Subiectul (1). Fie x,y,z € R astfel incat vy + yz + zx = 3zyz.
Demonstrati ca
22y + Pz 4+ e >2c+y+2)—3

st determinati cazurile de egalitate.

Remarca. Cel care a postat prima data Problema 1 pe AoPS a prezentat
de fapt sistemul derivatelor partiale din metoda multiplicatorilor Lagrange.
Fie R(x,y,2) = vy + yz + zzx — 3xyz s

L(z,y,z;\) = 2%y + 2 4+ 222 — 2(x + y + 2) + 3 — AR(z, v, 2),
8
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definita pentru z,y, z > 0 si parametrul real . Sistemul derivatelor partiale
0

5 = 2oy + 22 —2—-ANy+2-3yz) = 0
oL 9

egalate cu zero este S0 = 2uz+ a2 —2—-ANz+xz—3zx) = 0.
Y
oL
5 = 220 +y> -2 ANz +y—3xy) = 0
z

Dar acest sistem este sensibil mult mai greu de solutionat decat problema
propriu-zisd. Morala — nu tot ce zboara se mananca! Uneori aceasta metoda
este prea complicata, si oricum neavenita in cazul acestei inegalitati banale,
care cedeaza la orice metode elementare.

Cand a fost prima data postata pe AoPS, Problema 2 a aparut intr-o
versiune gresita, ca mai jos (cu patrate perfecte in loc de cuburi). Aceasta
versiune incorectd merita totusi discutata, caci ofera chiar o caracterizare
completa (si intr-un fel este mai interesant teoretica decat versiunea corecta).

Subiectul (2’). Un numar special este un numdr natural nenul n pentru
care existd numere naturale nenule a, b, ¢ si d astfel incat

a® + 2b?
n=-———-.
2+ 2d?
Demonstrati ca

i) existd infinit de multe numere speciale;
1) 2014 nu este un numdr special.

Solutie. Ca gi in versiunea corecta (cu cuburi), punctul i) este ridicul prin
trivialitatea sa; ludnd in mod arbitrar ¢, d, k € N* si a = k¢, b = kd, obtinem
2 2
a® + 2b
c2 + 2d?
La fel de simplu este sa luam ¢ =d =1 §i a = £b (mod 3).

= k2, asadar toate patratele perfecte nenule n = k2 sunt speciale.

Mai interesant este ca avem identitatea
(2% 4 207 (u® 4 20%) = (zu + 2yv)? + 2(zv F yu)?,

care provine din faptul ca in inelul Euclidian (deci UFD, cu factorizare unica)
Z[v/=2], norma N(x + yv/—2) = 22 + 2y? este multiplicativi, ceea ce arati

cd toate numerele | n = x? 4 2y | sunt speciale. Ideea de a ne uita in Z[y/—2)]

ne sugereaza si solutia punctului urmsator.®

8Numerele prime impare p din Z4 care ramén prime si in Z[v/—2] sunt exact cele pentru
care p = 5,7 (mod 8), adica cele pentru care —2 nu este rest patratic modulo p. Un text
comprehensiv despre aceste extensii patratice este (vezi In spetd pagina 142)
http://www.math.wisc.edu/ mmwood/weston.pdf,

din pacate cu anume erori de tipar, exact acolo unde privesgte primele din Z[v/—2].

9
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ii) Egalitatea a® +2b% = 2014(c? +2d?) = 2-19-53(c? 4+ 2d?) nu poate avea
loc, din cauza factorizarii unice, si din faptul ca 53 = 5 (mod 8) este prim
in Z[v/—2]. Mai direct, din 53 | u? + 2v? rezultd u = v = 0 (mod 53), cici
—2 nu este rest patratic modulo 53. Dar atunci rezultda a = b =0 (mod 53),
deci ¢ = d = 0 (mod 53), si un rationament de coborére infinita pune in
evidenta contradictia.

Din cele de mai sus, singurele numere n speciale sunt cele unde, pentru
orice prim p | n, daca p = 5,7 (mod 8) atunci p apare la exponent par in
n (si deoarece 2014 = 2-19 - 53 si 53 = 5 (mod 8), inseamna ca 2014 nu
este special). Dar aceste numere sunt exact cele reprezentabile sub forma

n =z + 2y |, gisite la punctul i). Acesta este un raspuns final si complet,
oferind caracterizarea precisa a numerelor speciale. ([

Remarca. Revenind la cuburi, o interesanta digresiune este urmatoarea
problema de pe ShortList IMO 1999.

Demonstrati ca orice numar rational pozitiv r € Q% poate
3 3
+b . :
fi reprezentat ca r = W pentru anume numere intregi
&

pozitive a,b,c,d € Z%..
(Se vede de aici importanta unui coeficient (la noi egal cu 2) diferit de 1.)

Subiectul (4). Fie n un numar natural nenul. Un hexagon regulat de laturd
n este partitionat in triunghiuri echilaterale de latura 1 prin drepte paralele
la laturile sale. Calculati numarul de hexagoane regulate formate de varfuri
ale acestor triunghiuri echilaterale.

Remarca. Un user pe AoPS remarca faptul ca raspunsul

)

este mentionat deja intr-o contributie a lui Ignacio Larrosa Canestro din
15 octombrie 2006 la http://oeis.org/A000537 (vezi si alte interesante
observatii facute acolo, referitoare la numararea de romburi, sau de sub-
cuvinte). There is no new thing upon the Earth.

13+23+---+n3:<

Bogdan Enescu imi atrage atentia asupra Problemei 4, BMO 1995, care

foloseste ca rezultat intermediar numararea patratelor cu varfuri in nodurile

n?(n? —1)

unei latice patrate n x n ca fiind (la care faceam referinta in

materialul meu). Nu pot decat sa va trimit la minunata ei prezentare, din
la fel de minunata carte recent aparuta [M. BECHEANU & B. ENESCU —
Balkan Mathematical Olympiads; the first 30 years (1984-2013)), pp. 87-88,
XYZ Press (2014). Este chiar amuzant, dar si interesant, cum aproape 20
de ani mai tarziu (ca Cei Trei (patru) Muschetari), chestiunea numararii de
figuri speciale in latice plane isi face reaparitia intr-o alta ipostaza.
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Un ultim comentariu legat de BMO 2014, anume acordarea medaliilor. Ar
fi fost mai potrivit ca Aur sa se fi atribuit si celor cu 39 de puncte. Motivele
sunt multiple. Un precedent existda — BMO 2012, unde chiar cota a fost
depasita cu mult mai mult decat ar fi fost acum; s-ar fi evitat situatia jenanta
de a necesita scor maxim pentru Aur; singurul concurent cu 39 de puncte
de pe tabloul principal era din Bulgaria — tara gazda, si ocupanta locului
IT in clasamentul (neoficial) pe natiuni — fara medalii de Aur! Pe tabloul
secundar erau doi concurenti cu 39 de puncte, unul din Italia (depunctat
la Problema 4 pentru o triviala eroare de calcul), si unul din Uzbekistan
(singurul component al echipei!), tara care a preferat s nu expuna rigorilor
unui concurs international copii poate prea putin pregatiti. De altfel, mi-am
exprimat personal simpatia fata de prietenii bulgari si italieni pentru acest
deznodamant nefericit.

5. INCHEIERE

Nu voi repeta diatriba din incheierea materialului meu asupra Testelor
de Juniori, dar cele spuse acolo se aplica aidoma si aici. O insuficienta
reflectie asupra continutului acestor Teste duce la probleme nepotrivite, si
o selectie In care arbitrariul joaca un rol neavenit. Corectura discutabila
si lipsa contestatiilor oficiale se combina in a adauga la acest arbitrariu.
Rezultatul palpabil este alienarea unora dintre cei mai buni olimpici. Sigur,
suntem ca lutul (sau plastilina) in mainile zeilor (cum zicea Alexandru Mitru,
povestind marile mituri ale omenirii), dar zeii au murit (apud Nietzsche).

In plus, la Testele de Seniori, continui tinerea in secret a autorilor, sau
a originii problemelor (cate dintre ele originale?); nu de alta, da’ vreau sa
stiu si eu pe cine laud ... lar calitatea grafica a figierului cu rezultate lasa
mult de dorit; antetele sunt prost aliniate, lipsesc multe diacritice, lipsesc
numele unor elevi calificati in lot, apar unele ”insemne” oculte, ca ”neofici”
si ”calificat”, nu se specifica linia de cut-off pentru lotul restrans de 12-14.
De ce mai totul imi d& impresia unei trebi ficute de mantuiala?
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