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Problema 4. Fie M o mulţime formată din şase numere naturale nenule a căror
sumă este 60. Aceste numere sunt scrise pe feţele unui cub, câte un singur număr
pe fiecare faţă. O mutare constă din a alege unul din vârfurile cubului şi a aduna 1
la numerele scrise pe cele trei feţe care conţin respectivul vârf. Pentru câte mulţimi
M este posibil ca, după o succesiune de asemenea mutări, să facem ca numerele
scrise pe cele şase feţe ale cubului să fie egale?

Olimpiadă Cehia, 2011

Soluţie:
Fie ABCDA′B′C ′D′ cubul. Notăm cu a suma dintre numerele scrise pe feţele
ABCD şi A′B′C ′D′, cu b suma numerelor scrise pe feţele ABB′A′ şi CDD′C ′ şi cu
c suma numerelor scrise pe feţele ADD′A′ şi BCC ′B′. Iniţial avem a+ b+ c = 60.
La fiecare mutare, a creşte cu 1, b creşte cu 1 şi c creşte cu 1. Într-adevăr, fiecare
mutare afectează câte una din două feţe opuse. Pentru ca la final să putem obţine
acelaşi număr pe fiecare faţă (lucru care implică a = b = c), este necesar ca şi la
ı̂nceput să avem a = b = c, deci a = b = c = 20.

Reciproc, arătăm că această condiţie este suficientă: dacă suma numerelor de pe
fiecare pereche de feţe opuse este 20, putem face ca toate numerele de pe feţe să
devină egale. Iată cum. Să observăm că oricum am alege câte o faţă din fiecare
pereche, cele trei feţe alese au un vârf comun, deci putem mări cu 1 numărul de
pe fiecare din cele 3 feţe alese. Fie atunci m cel mai mare număr scris la ı̂nceput
pe vreuna din feţe. Facem mutări până când obţinem m pe fiecare faţă. Alegem
din fiecare pereche de feţe opuse câte una pe care este scris un număr mai mic ca
m. (Când pe o faţă numărul scris a devenit m, facem numai operaţii care măresc
numărul de pe faţa opusă acesteia). Cele trei feţe au un vârf comun, deci putem
mări numerele de pe cele trei feţe alese cu 1. Nu putem rămâne fără mutări pentru
că dacă dintr-o pereche nu mai putem alege nicio faţă, atunci pe fiecare din ele
este scris m, deci suma numerelor scrise pe cele două feţe opuse este 2m. Cum ı̂nsă
sumele pe perechile de feţe opuse sunt mereu egale, rezultă că şi sumele celelalte
sunt tot 2m, deci pe şi celelalte feţe este scris tot m. După 2m − 20 de mutări
toate numerele vor fi egale cu m. (Similar, am putea face ca după 20 de mutări pe
fiecare faţă să fie scris numărul 20.)

Aşadar M este reuniunea a trei perechi disjuncte care au proprietatea că suma
numerelor din fiecare pereche este 20. Perechile sunt trei din următoarele 9: {1, 19},
{2, 18}, {3, 17}, {4, 16}, {5, 15}, {6, 14}, {7, 13}, {8, 12} şi {9, 11}. Trebuie să
alegem trei dintre aceste perechi. În câte moduri putem face acest lucru?1 Vă
indicăm două moduri de a face numărarea:

1. Putem număra băbeşte după cel mai mic element ales:

1 În clasa a X-a veţi ı̂nvătă că există C3
9 = 9!

6!·3! = 9·8·7
6 = 84 de moduri de a alege perechile.
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- cu perechea {1, 19} sunt 7 + 6 + . . . + 1 = 28 de alegeri (7 care au al doilea cel
mai mic element 2, 6 care au al doilea cel mai mic element 3, etc)
- cu perechea {2, 18} (dar fără {1, 19}) sunt 6 + 5 + . . . + 1 = 21 de alegeri (6 care
au al doilea cel mai mic element 3, 5 care au al doilea cel mai mic element 3, etc)
- cu perechea {3, 17} (adică mulţimi M care au cel mai mic element 3) sunt 5 +
4+ . . .+1 = 15 de mulţimi (5 care conţin 3, 17, 4, 16, apoi 4 care conţin 3, 17, 5, 15,
etc)
- şi aşa mai departe.
În final se obţin 28 + 21 + 15 + 10 + 6 + 3 + 1 = 84 de mulţimi M .

2. Putem folosi regula produsului:
prima pereche, A, poate fi aleasă ı̂n 9 moduri, cea de-a doua, B, ı̂n 8 moduri (din
cele 8 perechi rămase), iar a treia pereche, C, ı̂n 7 moduri. Sunt 9 · 8 · 7 moduri de
a face alegerea, ı̂nsă deoarece A∪B ∪C = A∪C ∪B = B ∪A∪C = B ∪C ∪A =
C ∪A ∪B = C ∪B ∪A, sunt câte şase alegeri care conduc la aceeaşi mulţime M ,

deci numărul obţinut trebuie ı̂mpărţit la 6. Rezultatul final este
9 · 8 · 7

6
= 84.
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