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P3. Fie n ∈ N∗ şi A,B,C,D ∈ Mn(C) patru matrice care comutǎ douǎ câte douǎ, iar M ∈ M2n(C)
matricea definitǎ prin

M =

[
A B
C D

]
.

Arǎtaţi cǎ M este inversabilǎ dacǎ şi numai dacǎ AD −BC este inversabilǎ.

R: Dacǎ matricea AD −BC este inversabilǎ şi considerǎm matricea

N =

[
D · (AD −BC)−1 −B · (AD −BC)−1

−C · (AD −BC)−1 A · (AD −BC)−1

]
,

atunci M ·N = I2n, astfel cǎ matricea M este inversabilǎ, cu inversa M−1 = N .
Dacǎ matricea M este inversabilǎ, fie

N =

[
X Y
X T

]
, cu X,Y, Z, T ∈Mn(C),

inversa sa. Atunci au loc relaţiile

(1) AX + BZ = In AY + BT = 0n ,

CX + DZ = 0n CY + DT = In

Obţinem cǎ (AD − BC)X = D, (AD − BC)Z = −C, (AD − BC)Y = −B şi (AD − BC)T = A. Dar
atunci, ı̂nlocuind ı̂n (1), avem cǎ

(AD −BC)TX − (AD −BC)Y Z = In ,

astfel cǎ AD −BC este inversabilǎ, cu inversa TX − Y Z.
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