( Solutia problemei 4, Clasa a VllI-a
Etapa 5, Editia a VllI-a
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Problema 4. Un cub 6 x 6 X 6 este construit din cubulete 1 x 1 x 1. Unele cubulete
sunt complet rosii, celelalte sunt complet albastre. Se stie ca orice parte 2 x 2 x 2
a cubului este construita din 3 cubulete rosii si 5 cubulete albastre. Demonstrati
ca si cubul mare are tot 3 varfuri rosii si 5 varfuri albastre.

Concursul KéMaL, Ungaria, problema B. 4253.

Solutie: (adaptare dupa solutia din K6Mal.)

Sa agezam cubul pe una din fetele sale. Vom spune ca un cubulet, se afla la ,,etajul
k" (k€ {1,2,...,6}) daca sub el se afla k — 1 cubulete. Ne uitam acum la cele
24 de cubulete care constituie fiecare prisma care are baza un patrat 2 x 2. Pe
de o parte, fiecare asemenea prisma se descompune in cate trei cuburi 2 x 2 x 2
disjuncte, deci contine exact 9 cubulete rosii si 15 albastre. Pe de alta parte, in
aceasta prisma se afla 5 cuburi 2 x 2 x 2. Uitandu-ne pe rand la aceste 5 cuburi
deducem ca:

daca la etajul 1 al unei asemenea prisme se afla k cubulete rosii, la etajul 2 sunt
3 — k rosii, la etajul 3 iarasi k rosii, la etajul 4 sunt 3 — k cubulete rosii, la etajul
5 sunt k, iar la etajul 6 sunt 3 — k.

Sa desprindem acum din cubul mare cele 36 de cubulete care contribuie la fata de
jos a cubului (tot etajul 1) si s& mutam aceasta prisma 6 x 6 X 1, in aceeasi pozitie,
deasupra restului cubului. (Mutam ,,etajul 1”7 al cubului deasupra ,,etajului 6”.)
Ne uitam la aceleagi prisme 2 X 2 X 6. In ansamblul lor, cubuletele ce alcatuiesc
fiecare asemenea prisma nu s-au modificat, prin urmare avem in continuare cate 9
cubulete rosii gi 15 albastre in fiecare asemenea prisma. Ne uitam acum la cele 5
cuburi 2 x 2 x 2 care se afla in fiecare asemenea prisma. Pentru fiecare dintre ele
a ramas adevarat ca daca la un etaj al ei sunt k cubulete rosii, atunci la celalalt
sunt 3 — k, deci fiecare cub 2 x 2 x 2 contine exact 3 cubulete rosii.

Astfel, cubul mare isi pastreaza proprietatea ca orice cub 2 x 2 X 2 contine exact
3 cubulete rosii si 5 albastre gi dupa ce mutam cubuletele de pe una din fete, in
aceeasi pozitie, deasupra fetei opuse.

Repetam aceasta manevra si cu alte doua fete, avand orientari diferite: mutam
cubuletele din planul din fata in spatele planului din spate si cubuletele din planul
din dreapta in stanga planului din stanga.

Acum cubuletele aflate initial in colturile cubului au ajuns sa formeze un cub
2x2x 2 situat in coltul din stanga-sus-spate al cubului. Am vazut ca orice asemenea
cub contine exact 3 cubulete rosii si 5 albastre, deci exact 3 dintre varfurile cubului
initial erau rosii, celelalte albastre.
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