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Demonstrati cd prntru a = 1, a = 2 si a = 4 ecuatia z(x + a) = y* nu are solutii
in multimea numerelor naturale nenule si ca pentru orice alta valoare a lui a € N*
ecuatia are solutii in multimea numerelor naturale nenule.

Revista Kvant

Solutie. Tnmul’gind cu 4, ecuatia se scrie echivalent 422 + 4xa + a? — a® = 492,
adica (2 + a)? — (2y)? = a?, sau (22 + a — 2y)(2z + a + 2y) = a*. Trebuie agadar
si-1 scriem pe a? ca produs de dous numere naturale nenule, de aceeasi paritate (e
clar ca trebuie z < y si ca factorii 2z + a — 2y si 2o + a + 2y sunt diferiti dar au
aceeasi paritate). Este evident ca nu exista asemenea scrieri pentru a = 1, a = 2
sia=4.

Sa demonstram ca ecuatia are solutii pentru a ¢ {1,2,4} Fie a = 2™(25 + 1),
cu m,j € N. Daca j > 0, alegem x,y € N* astfel ca 2 +a — 2y = 2™ si
27 +a+ 2y = 2™(2j + 1)%. Scizand cele doua relatii obtinem y = 2™(j2 + j) € N*,
apoi x = 2™52 € N*. Agadar, ecuatia are solutii in multimea numerelor naturale
nenule.

Mai ramane cazul in care j = 0, adica a = 2™, m > 3. In acest caz alegem
x,y € N* astfel ca 20 4+ a — 2y = 21 §i 22 + a + 2y = 2™F!. Scézand cele doua
relatii obtinem y = 3-2™73 € N*, apoi z = 2™3 € N*. Agadar, si In acest caz
ecuatia are solutii in multimea numerelor naturale nenule.

In concluzie, ecuatia are solutii naturale nenule daca si numai daca a ¢ {1,2,4}.

Pentru a demonstra prima parte a afirmatiei din enunt, se poate proceda si astfel:
daci a < 4, atunci 22 < 22 4za < 22 +4x < (z+2)?, deci y? poate fi numai (z+1)%.
In acest caz trebuie ca ar = 2z + 1, adica (a —2)x =1, de unde a — 2 = = = 1,
prin urmare, cu a < 4, ecuatia are solutii numai daca a = 3.
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