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ABSTRACT. Articolul prezint  câteva dintre propriet µile radicalilor
utile în rezolvarea multora dintre problemele caracteristice acestei noµiuni
(r d cina de ordin 2 a numerelor reale nenegative).

Lecµia se adreseaz  claselor a VII-a ³i a VIII-a.

Data: Decembrie 2009

Autori: Vasilica Dilimoµ - Niµ , Profesor, �coala nr. 36, Bucure³ti
Vasile Dilimoµ - Niµ , Profesor, C.N. "Gheorghe �incai", Bucure³ti

Vom începe cu de�niµia radicalului de ordin doi.

De�niµie: Pentru orice num r nenegativ (pozitiv sau egal cu zero) a,
prin

√
a înµelegem num rul nenegativ x cu proprietatea x2 = a.

În baza de�niµiei de mai sus devine evident  urm toarea propoziµie:

Propoziµia 1: Pentru orice a ≥ 0 avem
i)
√

a ≥ 0
ii) (
√

a)2 = a

O consecinµ  imediat  a propoziµiei 1 este

Propoziµia 2: Pentru n ∈ N∗ ³i xk ≥ 0, k ∈ {1, 2, ..., n} are loc
echivalenµa:

√
x1 +

√
x2 + ... +

√
xn = 0⇔ x1 = x2 = ... = xn = 0.

(O sum  de numere nenegative este zero dac  ³i numai dac  toate nu-

merele sunt egale cu zero)

Apicaµia 1: Determinaµi numerele x ³i y astfe încât
√

x + 2 +
√

x + y − 10 = 0.

Soluµie: Din propoziµia 2 rezult {
x + 2 = 0
x + y − 10 = 0

Din prima ecuaµie avem x = −2 ³i înlocuind în a doua ecuaµie obµinem
y = 12.

O alt  proprietate important  a radicalilor este dat  de

Propoziµia 3: Oricare ar � num rul real a are loc egalitatea
√

a2 = |a|.

Aplicaµia 2: Rezolvaµi ecuaµia:
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√
(x− 1)2 +

√
(x− 2)2 + ... +

√
(x− 9)2 +

√
(x− 10)2 = 5.

Soluµie: În baza propoziµiei 3 putem scrie |x− 1|+ |x− 2|+ ... + |x−
9|+ |x− 10| = 5.

Având în vedere propriet µile modulului ³i anume: |a| = | − a| ³i |x|+
|y| ≥ |x + y| vom avea

|x− 1|+ |x− 2|+ ... + |x− 9|+ |x− 10| =
|x−1|+ |2−x|+ ...+ |x−9|+ |10−x| ≥ |x−1+2−x+ ...+x−9+10−x| = 5

Aceast  relaµie conduce la |x−1|+ |2−x|+ ...+ |x−9|+ |10−x| = 0. Ultima
relaµie nu poate � adev rat  ³i în concluzie ecuaµia iniµial  nu are soluµie.

Propoziµia 3, punctul i) se generalizeaz  în

Propoziµia 4: Pentru orice num r natural nenul n ³i orice num r real
ak ≥ 1, k ∈ {1, 2, ..., n} are loc inegalitatea

√
a1 +

√
a2 + ... +

√
an ≥ 0

Aplicaµia 3: Determinaµi numerele reale x, y, z pentru care
√

x2 − 7x + 6+√
2y + z − 5 +

√
y + 2z − 4 = 36− x2

Soluµie: Proprietatea 4 conduce la 36 − x2 ≥ 0, de unde −6 ≤ x ≤
6 (1). Pe de alt  parte, pentru ca

√
x2 − 7x + 6 s  existe este necesar ca

x2 − 7x + 6 ≥ 0, de unde x ≤ −7 sau x ≥ 6 (2). Din (1) ³i (2) deducem c 
x = 6 ³i ecuaµia devine

√
2y + z − 5 +

√
y + 2z − 4 = 0.

În baza propoziµiei 2 avem
{

2y + z − 5 = 0
y + 2z − 4 = 0.

, de unde y = 2 ³i z = 1.

Propoziµia 5: Dac  0 ≤ a ≤ b, atunci
√

a ≤
√

b.

Demonstraµie: Presupunem c 
√

a >
√

b. Atunci (
√

a)2 > (
√

b)2 (se
³tie c  x > y > 0 ⇒ x2 > y2). De aici a > b, ceea ce este în contradicµie cu
ipoteza (a ≤ b), deci presupunerea este fals .

Aplicaµia 4: Rezolvaµi ecuaµia
√

x +
√

x + 1 + ... +
√

x + n =
√

1 +√
2 + ... +

√
n.

Soluµie: Din condiµiile de existenµ  a radicalilor avem x ≥ 0. Se
observ  c  x = 0 este soluµie a ecuaµiei. Vom ar ta c  soluµia este unic .
Presupunem c  exist  o soluµie x1 > 0. Este evident  relaµia

√
x1 + k >

√
k

pentru orice k ∈ {0, 1, 2, ..., n}. De aici
√

x1 +
√

x1 + 1 + ... +
√

x1 + n >√
1 +
√

2 + ... +
√

n, deci ecuaµia nu se veri�c  pentru x > 0. R mâne ca
unic  soluµie x = 0.

Propoziµia 6: i) Pentru a, b ≥ 0 avem
√

a +
√

b ≥
√

a + b cu egalitate
pentru a · b = 0;

ii) (Generalizare) Dac  a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, ..., an ≥ 0 cu n ∈ N∗ − {1},
atunci

√
a1 +

√
a2 + ... +

√
an ≥

√
a1 + a2 + ... + an, cu egalitate dac  cel

mult unul dintre numerele a1, a2, ..., an este diferit de 0.
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Demonstraµie: i) Prin ridicare la p trat, membru cu membru obµinem√
ab ≥ 0 care este evident adev rat .

ii) Se demonstreaz  prin inducµie. Pentru n = 2 relaµia este cea de
la punctul i). Presupunem adev rat  relaµia

√
a1 +

√
a2 + ... +

√
an ≥√

a1 + a2 + ... + an ³i demonstr m c 
√

a1 +
√

a2 + ... +
√

an + √an+1 ≥√
a1 + a2 + ... + an + an+1.

Avem
√

a1 +
√

a2 + ...+
√

an +√an+1 ≥
√

a1 + a2 + ... + an +√an+1 ≥√
a1 + a2 + ... + an + an+1.

Aplicaµia 5: A�aµi numerele reale x ³i y pentru care
√

2x− y − 3 +√
3x + 5y + 2 +

√
1− 4x− 2y =

√
x + 2y.

Soluµie: S  observ m c  (2x−y−3)+(3x+5y+2)+(1−4x−2y) = x+2y
³i atunci suntem în condiµiile propoziµiei 6 (

√
2x− y − 3 +

√
3x + 5y + 2 +√

1− 4x− 2y ≥
√

(2x− y − 3) + (3x + 5y + 2) + (1− 4x− 2y)). Atunci cel
puµin doi dintre termenii 2x − y − 3, 3x + 5y + 2, 1 − 4x − 2y sunt egali cu
zero.

Avem cazurile

1.
{

2x− y − 3 = 0
3x + 5y + 2 = 0.

, de unde x = 1 ³i y = −1.

2.
{

2x− y − 3 = 0
1− 4x− 2y = 0.

, de unde x =
7
8
³i y = −5

4
.

3.
{

3x + 5y + 2 = 0
1− 4x− 2y = 0.

, de unde x =
9
14

³i y = −11
14

.

Cazul în care toµi cei trei termeni sunt egali cu zero nu este posibil.

Ceea ce urmeaz  vizeaz  calitatea de num r raµional sau iraµional a
numerelor exprimate prin radicali.

De�niµie: Un num r natural nenul k se nume³te liber de p trate dac 
³i numai dac  nu exist  m ∈ N∗ − {1} astfel încât m2 s  divid  k.

Propoziµia 7: Fie k un num r natural nenul, liber de p trate. Atunci√
k /∈ Q.

Demonstraµie: Presupunem
√

k ∈ Q. Atunci
√

k =
p

q
cu p, q ∈ N∗

³i (p, q) = 1. Ridicând la p trat obµinem k · q2 = p2 ³i deci k divide p. De
aici rezult  p = k ·m, m ∈ N. Atunci k · q2 = k2 ·m2 sau q2 = k ·m2, ceea
ce conduce la k divide q. Dar k divide ³i p ³i deci k = 1, ceea ce este fals.
A³adar

√
k /∈ Q.

Propoziµia 8: Dac  a ³i b sunt numere raµionale, iar k num r natural
nenul liber de p trate ³i a + b

√
k = 0, atunci a = b = 0.

Demonstraµie: Dac  b 6= 0, atunci
√

k =
−a

b
∈ Q, ceea ce este fals.

Rezult  b = 0 ³i de asemenea a = 0.
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Consecinµ : Dac  a, b, A, B sunt numere raµionale ³i k este num r
natural nenul liber de p trate, iar a + b

√
k = A + B

√
k, atunci a = A ³i

b = B.

Demonstraµie: Relaµia a + b
√

k = A + B
√

k se scrie (a − A) + (b −
B)
√

k = 0 ³i din propoziµia 8 avem a−A = 0 ³i b−B = 0 de unde a = A ³i
b = B.

Aplicaµia 6: Determinaµi numerele raµionale a ³i b pentru care

(a + b
√

2)(2 + 2
√

2)
3− 2

√
2

= 2 +
√

2

Soluµie: Putem scrie (2 + 2
√

2)(a + b
√

2) = (3 − 2
√

2)(2 +
√

2) sau√
2(
√

2 + 2)(a + b
√

2) = (3− 2
√

2)(2 +
√

2). Rezult  a
√

2 + 2b = 3− 2
√

2, de

unde a = −2 ³i b =
3
2
.

Propoziµia 9: Dac  n este num r natural nenul ³i
√

n este num r
raµional, atunci

√
n este num r natural.

Demonstraµie: Din ipotez 
√

n =
p

q
unde p, q ∈ N∗ ³i (p, q) = 1.

Rezult  n =
p2

q2
∈ N∗. De aici deducem q2 divide p2. Cum (p, q) = 1 avem

(p2, q2) = 1 ³i deci q2 = 1, adic  q = 1. În concluzie
√

n =
p

1
= p ∈ N∗.

Propoziµia 10: Dac  a, b sunt numere naturale astfel încât
√

a +
√

b
este num r raµional, atunci

√
a ³i
√

b sunt numere naturale.

Demonstraµie: Vom ar ta c 
√

a ³i
√

b sunt numere raµionale ³i în
baza propoziµiei 9 rezult  c  ele sunt naturale. Dac 

√
a +
√

b ∈ Q atunci√
a +
√

b = r sau
√

a = r −
√

b. Ridicând la p trat membru cu membru

obµinem a = r2 + b−2r
√

b sau
√

b =
r2 + b− a

2r
. Cum

r2 + b− a

2r
este num r

raµional rezult 
√

b este num r raµional. Analog ar t m c 
√

a este num r
raµional.

Aplicaµia 7: Determinaµi numerele naturale nenule n, m astfel încât
√

nm + 1−
√

n =
nm− n + 1

5
.

Soluµie: Suntem în condiµiile propoziµiei 10 ³i atunci
√

nm + 1 = p
(1) ³i

√
n = k (2) unde p ³i k sunt numere naturale. Din (1) ³i (2), prin

ridicare la p trat obµinem n = k2 ³i nm = p2 − 1 ³i ecuaµia iniµial  devine

p− k =
p2 − k2

5
, de unde (p− k)(p + k − 5) = 0.

Dac  p− k = 0, adic  p = k atunci ecuaµia devine
nm− n + 1

5
= 0 sau

m = 1− 1
n

cu soluµia n = 1, m = 0.
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Dac  p+k−5 = 0 sau k = 5−p Cum k > 0 deducem p < 5. Analizând
cazurile p = 0, p = 1, p = 2, p = 3, p = 4 obµinem soluµiile n = 4, m = 2 ³i
n = 1, m = 15.

Încheiem articolul cu formula radicalilor compu³i, formul  cu o larg 
aplicabilitate.

Propoziµia 11: Dac  a, b ≥ 0 ³i a ≥
√

b avem√
a±
√

b =
√

a + c

2
±
√

a− c

2
,

unde c =
√

a2 − b.

Demonstraµie: Relaµia din enunµ este echivalent  cu a +
√

b = a +√
a2 − c2, care la rândul ei este echivalent  cu b = a2− c2. Ultima relaµie este

adev rat  pentru c  din c =
√

a2 − b obµinem b = a2 − c2.

Aplicaµia 8: Ar taµi c  pentru orice num r natural k ≥ 5 are loc
egalitatea √

k − 1 + 4
√

k + 2
√

k − 1 =
√

k − 1 + 2.

Soluµie: Pentru
√

k + 2
√

k − 1 =
√

k +
√

4k − 4 aplic m propoziµia
11. Avem a = k, b = 4k − 4 ³i atunci c =

√
k2 − 4k + 4 =

√
(k − 2)2 =

|k − 2| = k − 2. Cu aceasta putem scrie
√

k + 2
√

k − 1 = 1 +
√

k − 1.

Atunci
√

k − 1 + 4
√

k + 2
√

k − 1 =
√

k + 3 + 4
√

k − 1. Aplicând din nou

formula radicalilor compu³i obµinem
√

k + 3 + 4
√

k − 1 =
√

k − 1+2. Acum,
egalitatea din enunµ devine

√
k − 1 + 2 =

√
k − 1 + 2, care este adev rat 

pentru orice num r natural k ≥ 5.
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