
Soluţia problemei 4, Clasa a X-a
Etapa 1, Ediţia a XV-a

Problema 4. Se consideră numărul natural n ⩾ 2 şi numerele reale x

şi y, astfel încât x ⩾ y ⩾
(

n

n + 1

)n(n+1)
. Demonstraţi că:

n
√

x + n+1
√

y ⩾ n+1√x + n
√

y.

* * *

Soluţie. Fie a = n(n+1)
√

x şi b = n(n+1)
√

y. Avem a ⩾ b ⩾
n

n + 1 , iar
inegalitatea de demonstrat devine:

an+1 + bn ⩾ an + bn+1, oricare ar fi a, b ∈ R, a ⩾ b ⩾
n

n + 1 . (1)

Dacă a = b, atunci (1) este evident adevărată, iar dacă a > b, atunci rescriem
(1) sub forma an+1 − bn+1 ⩾ an − bn. Împărţind inegalitatea precedentă cu
(a − b) · bn−1 > 0, obţinem inegalitatea echivalentă:
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+. . .+a

b
+1 (2)

Demonstrăm că pentru orice x > 1, are loc inegalitatea:

xn−1 + xn−2 + . . . + x + 1
xn + xn−1 + . . . + x + 1 ⩽

n

n + 1 . (3)

Inegalitatea (3) este echivalentă cu nxn ⩾ 1 + x + . . . + xn−1 şi este evident
adevărată, deoarece xn > xi, pentru orice i = 0, n − 1.

Deoarece n

n + 1 ⩽ b, înlocuind x = a

b
în (3), deducem că inegalitatea

(2) este adevărată, deci şi inegalitatea din enunţ este adevărată.
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