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Problema 4. Fie n > 2 un numar natural fixat. Un pion este plasat pe o tabla
dreptunghiulara 1 x n formata din n patratele 1 x 1 numerotate, in ordine, de la 1
la n. Pionul poate face doua tipuri de mutari: de pe patratelul k el poate muta in
patratelul £ — 2 (daca k — 2 > 1) sau poate muta in patratelul 2k (daca 2k < n).
Scopul este de a face o succesiune de mutari astfel incat pionul sa treaca prin cat
mai multe dintre cele n patratele. Patratelul de pe care porneste la inceput pionul
poate fi ales in mod convenabil. Un patratel poate fi vizitat si de mai multe ori,
dar 1n acest caz el va fi numarat o singura data. In functie de valoarea numarului
natural n, stabiliti numarul maxim de patratele pe care le poate vizita pionul.

Andrei Eckstein

Solutie: Vom demonstra ca pentrun € {2,3} U{4k | k e N*} U {4k + 1| k € N*}
raspunsul este ca se pot vizita toate cele n patratele, in vreme ce pentru n €
{4k +2 | k e N*}U{4k+ 3 | k € N*} raspunsul este ca se pot vizita cel mult n — 1
patratele.

O prima observatie este ca daca pionul ajunge la un moment dat pe un patratel
cu numar par, atunci el va vizita in continuare numai patratele cu numar par.
intr—adevér, indiferent de tipul mutarii, de pe un patratel cu numar par se poate
ajunge numai intr-unul cu numar par.

Pentru n = 2 putem parcurge patratelele astfel: 1+ 2.

Pentru n = 3 putem parcurge patratelele astfel: 3 — 1+ 2.

Pentrun = 4k, k € N*, pornim de la 4k —1 si parcurgem toate patratelele cu numar
impar in ordine descrescatoare pana la 1. Apoi vom face mutari de celalalt tip
(1+ 2+ 22+ ...) pand cand ajungem la o putere a lui 2 situati printre numerele
2k,2k+2,...,4k —2. (Vom arata imediat ca exista mereu o asemenea putere a lui
2.) Daca 2k < 27 < 4k, facem mutari de tipul 2/ +— 27 — 2 — 27 — 4 — ... — 2k.
Odata ajunsi la 2k efectuam 2k +— 4k. De aici, cu mutari de tip m — m — 2
se pot vizita toate patratelele cu numar par. In cele din urma, se viziteaza toate
patratelele.

Sa aratam ca intre 2k — 1 si 4k — 1 exista mereu o putere a lui 2. Presupunand
contrariul, numerele 2k — 1 si 4k — 1 sunt intre doua puteri consecutive ale lui 2,
deci existd un ¢ € N astfel ca 2/ < 2k —1 < 4k —1 < 27!, Dar 2¢ < 2k — 1 implica
20+l < 4k — 2, ceea ce contrazice 4k — 1 < 2¢+1

Pentru n = 4k + 1 procedam exact ca pentru n = 4k: pornim de la 4k + 1
si parcurgem patratelele impare in ordine descrescatoare, apoi, exact ca la 4k,
parcurgem toate numerele pare pana la 4k inclusiv.

Putem proceda analog si pentru n = 4k + 2 si n = 4k + 3: pornim de la cel mai
mare numar impar, parcurgem toate numere impare (in ordine descrescatoare),
apoi toate numerele pare mai mici decat 4k + 1. Astfel vom vizita n — 1 patratele,
toate In afara lui 4k + 2.

Mai ramane sa aratam ca, in aceste ultime doua cazuri, nu putem vizita toate
patratelele.

Pentru aceasta este suficient sa observam ca si in patratelul 2k — 1 si in cel 4k + 2
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se ajunge numai din patratelul 2k + 1. Ori patratelele impare pot fi vizitate o
singura data (intre doua vizite ale unui patratel trebuie facute mutari de ambele
feluri, iar asta inseamna ca s-au facut dublari, ori, am vazut, dupa ce s-a obtinut
un numar par nu se mai pot obtine numere impare). In concluzie, nu pot fi vizitate
simultan patratelele 2k — 1 si 4k + 2 (asta daca k > 1; pentru k = 0 patratelul
2k — 1 nu exista, motiv pentru care si apar exceptiile n = 2 gi n = 3). Asadar,
daca n = 4k + 2 sau n = 4k + 3 cu k € N*, numarul maxim de patratele ce pot fi
vizitate este n — 1.





