Solutia problemei 4, Clasa a IX-a
Etapa 4, Editia a X-a

V| ItO ri 0 I m p ICI1.FO Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

Problema 4.
Exista vreo progresie geometrica de numere reale astel incat, pentru orice numar natural nenul m, Tn

. 1) . . . .. . .
intervalul {—1 — | sa existe termini ai progresiei? Dar progresie geometrica?
m+ m

Dragos Manea

Solutie:

Presupunem ca exista progresia geometrica (z, )nen, @, = o - ¢, cu proprietatea
din enunt. Evident, niciun termen al progresiei nu poate fi 0. Observam ca si
(|€n])nen este tot o progresie geometrica, si, daca (x,),en verifica proprietatea
din enunt, atunci si (|x,|),en 0 verifica. Deci, putem presupune ca progresia
are termenii (deci si ratia ¢) strict pozitivi. Daca progresia este constanta sau
crescatoare, evident nu poate verifica enuntul (deoarece primul termen este strict
pozitiv, iar in stanga lui se afla intervale de forma [ﬁﬂ i] ,m e N¥).

Ramane cazul in care ¢ < 1. Demonstram ca, pentru m suficient de mic, nu
pot exista termeni ai progresiei atat in [L %] cat si in [ L L] Fie m =

m+17 m+2° m+1
29
[1_q] + 1, deci m > =L 7 — T

Notam cu x,, unul dm termenii progresiei ce se gasesc in [

11 oo 1
P E:| deci T, < e
_ 1 m 1
Tpy] = Ty * — = ,
nr n'dq mom -+ 2 m -+ 2

1
m+27 m+1

se gé.sesc termeni ai progresiei. In concluzie, nu exista nicio progresie geometrica
cu proprietatea din enunt.
In cazul unei progresii aritmetice, fie x,, = ¢ 4 7 - n, cu r ratia (evident nenula)

astlel mncat ( )nEN verifica proprietatea din enunt. La fel, alegem m = [ﬂ +1,

. deoarece progresia este descrescatoare, rezulta ca in intervalul [ } nu

2 1 1
de unde m? . Fie z, € [m+1 5]3 sl x, € [m+2 m+l] Evident n # p.

, 1 i . 11 _ o 1 .
Deoarece " < To+71T-n < -8l —5 < mg+r-p .< — rezulta ca 0 <
rin—p)<t—-2s= m('n?H—'Z) <2 |. Am obtinut ca 0 < r(n —p) < |r|, deci

17| <[ (n—p)| < |r|, contradictie cu n, p numere naturale distincte. In concluzie, nu
exista nici progresii aritmetice cu proprietatea din enunt. [J
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